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Qu’est-ce que la géométrie de I'information ? (1/4)

Considérons une famille de lois de distributions : le modele statistique
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Espace des parameétres A:ledemiplan H = R x R,

Quelles sont les structures géométriques pour cette famille de lois normales ?

Quelques questions:
e Comment interpoler entre deux lois ?
 Quelle distance entre deux lois ?
e Y a-t-il plusieurs facons de faire ?
et si oui, pourquoi ?
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Qu’est-ce que la géométrie de l'information ? (2/4)

* Quelles invariances doivent satisfaire les structures géométriques et les
distances entre lois ?

* Premier principe d'invariance : Si on indexe les lois normales par (1,02) ou
(1,log(o)) au lieu de (1,0), cela ne doit pas changer ni les distances ni les
chemins d'interpolation appelés géodésiques"
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Variétés différentielles des modeles statistiques

* A chaque point de la variété correspond une unique loi paramétrique
* Le modele est dit identifiable lorsque )\ 3 P,

* Souvent une seule carte globale = atlas = domaine des parametres

Figure abstraite
de la varieté

AN=H

elpadpim @

. pAH
Domaines

En général, plusieurs cartes
pour naviguer sur les varietés
(ex., deux cartes pour la sphere}

<
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Différentes cartes globales (atlas a une carte)



* La géomeétrie de l'information : étude de structures géométriques sur les
variétés induites par les modeles statistiques

e utilisation du jargon geométrique comme les , les , la
ou la en utilisant le

(qui a permis d’étudier l'efficacité d’estimateurs en statistique aux
ordres supérieurs)

e Etude des principes de ' en statistique

* Les nouvelles structures géométriques duales peuvent s'appliquer en dehors
du cadre statistique aussi, par exemple en optimisation sur les variéteés

* La géométrie de l'information est née de la curiosité d'équiper une variéte
Riemannienne de la et d'utiliser |la

pour résoudre des problemes de classification ou de tests d'hypotheses en
statistique



L'information de Fisher |,(6)

* Pour une famille paramétrique de lois a D parametres, |la matrice d'information
de Fisher (MIF) est définie comme la matrice de covariance du score

X ~ ]_'JQ(I_) SX(Q) — Vg 10g pg(;l?) ‘L\(H) — COV[SQ]

* La matrice de Fisher est symmétrique semi-définie positive

e La MIF est dite réguliere quand elle est finie et définie-positive
* Interprétée comme la courbure du graphe de la fonction log-vraisemblance:

(éMv, lx(éMV)) ) A En général, pour une fonction arbitraire f(x), la courbure est :
= =]1(6 - ey 3
¢ =10wv) @) gy = L @)):

k() = (1+ (ff(l))ﬁ)% ()]

MV: Maximum de Vraisemblance

lx (6) — lOg Peo (il?)

Var[fyv] quand n — oo Le cercle osculateur a son rayon

normalité asymptotique du MV (borne de Cramér-Rao) inversement proportionel a la courbure \
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Les deux formes usuelles de la matrice de Fisher

* En utilisant les deux premieres sous les conditions de
régularités d'échange k-fois des opérations de différentiation avec l'intégration

Bartlettk) 7% Fy [exp(L,.(0))] = Ey [V* exp(l.(0))] = V¥ Ey[py] = V¥1 =0

e Ré-écrit la matrice d'information de Fisher sous ses formes les plus connues :
Ix(0) = Cov[sy]  Covlsg] = E[sgsy ]| — E[se]E[se]

@ Premiére forme :  E[VI,(6)] = 0= Iy (#) = Ej [Vlog ps(2)(V1og po(a))T]

(Bartlett k=1)

@ Deuxieéme forme (moins la Hessienne de la log-vraisemblance) :

Ey [Vlogpe(x)(V lngg(I))T] + F [Vz log pp(x)] =0 = Ix(0) = —E[V?log py(2)]
(Bartlett k=2)
— V2l (0)] = — - [.(0)] (9)_‘
Ix (6 E, . — [, (0) (¢
x(#) | 06,00, T




Mahalanobis et la "distance géneralisée”

* Analyse de données en craniologie sur des groupes :
chaque crane est caracterisé par d attributs.

elpadpim @

P. C. Mahalanobis
(1893-1972)

* Mahalanobis (1928, 1936) propose d’utiliser cette Fondateur de
divergence entre deux groupes S, et S, : 'Institut de Statistique Indien (ISI)
A2[ _ _ Tyl — 1) Vol. VIIL | APRIL & SEPT. 1598, | Nos. 2 &3.
Ppa 25 Ppuax] = (1 —p2) X7 (1 — pio
Matrice de précision I—A STATISTICAL STUDY OF THE CHINESE
HEAD
* Aujourd'hui, la distance de Mahalanobis (métrique) : -
P. C. MAHALANOBIS
5[%1:‘2:1?;@,2] — \/(1“'1 —pg) " X7 (g — o)

qgui généralise |a distance euclidienne quand 2 =I, matrice identité

. . . . oy 7 q° . . . ON THE GENERALIZED DISTANCE IN STATISTICS.
* Divergence = dissimilarite lisse qui ne satisfait pas 55,0 Henseasons.
I'inégalité triangulaire des distances métriques (Ras Jumaary 4, 1938



Les distances de Mahalanobis :
Des espaces vectoriels équipés d'un produit scalaire

AN /
e Ladistance de Mahalanobis se ré-écrit comme AE(P% M ) — Hﬂ — H Hz—l
|z||s-1 = VT 1x

* Pour une matrice symmeétrique positive-definite Q, on définit

le produit scalaire par la forme bilinéaire : T
<t/‘]_:. LTQ)Q — ’L_T]- QL‘I‘Q

* Le produit scalaire induit une norme qui induit une distance métrique :

(v1,v9) p = V]| = V{(v,v) = Dpg(vy,v2) = ||v; — va|p

 Le produit scalaire permet de définir la notion d'orthogonalité entre deux
vecteurs (plus généralement I'angle formé entre eux) ainsi que les longeurs

de vecteurs : vy L vy ¢ (v, v9)g =0 |v|| = /{v,v)

 Onva voir que c’est la géomeétrie des espaces tangents de la variété statistique




La métrique Riemannienne de Fisher

* Sur lavariété P ={pg(z) :0 € O}
g: : champ de produits scalaires lisse des plans tangents

gr(u,v) = [u]p 1(0) [v] '%
« Composantes du vecteur [v]p = (v',..., ") 4@

exprimée dans la base naturelle du plan tangent
induit par la carte 8(.)  , _ ¢ '
T

B:{E:fl:al,...,t’ipzag}

9ij = gr (0, 0;) = 1;;(0)
gr(u,v) = Zg.ijuivj —u' I(0)v



Représentation du plan tangent pour une variéteé
issue d'un modele statistique

* Dans le plan tangent, on peut choisir parmi une infinité de bases !

* La métrique est invariante par changement de base : seules les composantes
des vecteurs changent.

* On exprime un vecteur v par une représentation v(x)
* Les vecteurs de la base T4 sont les vecteurs scores : = Iy = {Z O

B = {61 = ()1 (9) Lep = ODZ (9)} 2 = Oa log pg(x
* Le prOdUIt scalaire se rEIHterpI’Ete comme suit:

gr(u,v) = Eplu(x)v(z)] = Cov(u(x), v(x))
gF(ai:aj) — E‘@[aﬁlm(ﬁ)aﬂxm)]

Espérance

1y




Visualiser la métrique de Fisher et la borne de Cramér—Rao

« Métrique de Fisher : YF (u,v) = Mg 1(0) [v|B

* On visualise 1(06) par un ellipsoide
* On visualise le champ de tenseur

métrique avec les indicatrices de Tissot :

Var [én} - l

T
* Pour chaque position d'une grille (u,0)

- génére iid échantillons iid N (p,0)
- estime le maximum de vraisemblance

1(0)~*

L0 PR eie i@ ie
Ipo)=1 8 2 | pis oo oeios
o

- répete k fois pour obtenir un estimateur

empirique de la matrice de covariance
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Inverse de la MIF (indicatrices de Tissot)

° Accuracy normal MLE n=200 t=100 =

_4L

demi plan (ujc) H — RTXQR;; ‘

\
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La distance de Rao sur la variété de Fisher

DRaolpoy, Pos] = pg(01,02) = / \/Q’a ) (7 (t))dt, v(0) = 01,~7(1) = bs
1 ou y est la géodésique Riemannienne
— / (1’.59("}-"(1*)) dt (sinon rajouter un min sur tous les chemins y)
0

élément de Iongueur infinitesimal y “Draolpor, po,] = I¢ dso((t ))dt"‘\\
1, /. p92 \\
1‘; gii .' |
! ZZ j e dsa() 70 p

Oi(t) = iek( t) (P, gr)--

En pratique : dt e e

* on doit calculer les géodésiques qui sont caracterisées localement comme
les courbes de longueurs minimisantes en geéométrie Riemannienne.

 ('est une tache pour laguelle on ne connait toujours pas de solution

pour un modele statistique usuel comme les lois normales multivariees |

13



Invariance de la distance de Rao par reparamétrage

Considérons deux paramétrages du modele statistique :
P={py : 0 €O} ={p, : n€ H}

La matrice d'information de Fisher est covariante par reparamétrage :

16 =10 1,0 = [ 5] no) x [ 5%
15 ']

.. mais I'elément infinitesimal est lui invariant :  dsy = ds,,

... Si bien que la distance de Rao est invariante : | Prao (pm,pm) = PRao(Poys Doy

» C'est le premier principe d'invariance en géométrie de l'information

N\
14



Géomeétrie de Fisher-Rao des lois normales

INVARIANT g INVARIANT
2 2
dSEF _ d,u. :EQ(IU DR&O h)p_l.glspﬂg‘gg} _ \/5111 (\:/15 0'1) a (\p/zi _02) H + (\‘u/iifgl) - (%30—2)”
R R G B [CR R C]

métrigue de Fisher .
distance de Rao

ou de Fisher-Rao
Demi-plan supérieur

de Poincaré étiré

\O b o2

Différents domaines \ H COVARIANT \’ H COVARIANT Aﬁ _ RQ flOgJ
de paramétrage ‘' A= ) -
& MIF p)* C— Py, I
- > i
= 0 f 1 9 H %AHO
I(p.0) = [6 2 ] I(p,0°) = [52 ﬁ} f(;t-flogﬁ)lgz 2}

En général, les familles de lois positions-échelles ont une géométrie de Fisher hyperbolique'



Variété de Fisher-Rao intrinseque et extrinseque

e Une variété Riemannienne de dimension D peut étre visualisée comme
une surface d'un espace Euclidien de dimension O(D?) :

Plongement isométrique de la variété

* Par exemple, |la distance de Rao entre deux lois de Bernoulli ou
catégorielles se trouve facilement en plongeant le simplexe standard sur Ia
sphere de rayon 2 par la transformation 2V.

Espace des parametres (P. gF) b opu(n ) =2 arccos(TL, v/0:6) _ _
Variété de Fisher TmEARE £ Variété de Fisher
Prao(Po, Por) = pr () e

|ntr|nseque \ J . eXtrlnseque
de dimension 1 NN P plzongee dans

: : T
(famille de Bernoulli) of - R
P={p*(1-p)*pe(0,1),ze{0,1}} I5(0) = diag (ell-*- é) |\/||F covariante - L) =1

PANEEET S0 S S AN

d91 16



Les neurovariétés et |'apprentissage profond

* Un réseau de neurones artificiels (ex., perceptrons multi-couches ¥ % % % % 4
est décrit par une architecture utilisant un tres grand nombre de Clafl CD L) f)
parametres 0 01

e : : Ealogesahent
* On considere des réseaux de neurones (NN) stochastiques avec ¢ A
une réponse bruitée : y = NN ( ) 1€ O O oyere
. . 6
.. avec un bruit Gaussien : = ( ' >
e, po(z,y) = p(x)pe(ylr) = ~exp | —=——=(y — NNy(x))’ ) Ty Lo Tz T4 Is
* La neurovariété est ) =P = g P\ gl T AR N A
P=4pg(x.y) : 0 € O ‘ réseau de neurones
‘ {pﬁ( ‘ J) } artificiels
* Maximiser la vraisemblance revient a neurovariété

JM(_)

e Etant donné un jeu de données d'entrainement, on doit apprendre j—r\
les parametres du réseau par une methode de descente de =
gradient. On visualise I'apprentissage dynamique par une
trajectoire sur cette neurovariété. On observe des phénomenes
de plateaux lorsqu'on approche une singularité ou la matrice de
Fisher n'est pas de rang plein. [SN 2017,

17



Le gradient naturel : Plus forte pente Riemannienne

Descente de gradient ordinaire pour minimiser une fonction de perte E(.) :
9,5_|_1 — 975 — OZVE(Ot)

 dépend du choix de paramétrage
 phénomenes de plateaux pres des singularités (MIF proche d'étre dégénerée)

Le gradient naturel est invariant au reparamétrage et ne fait pas de plateaux :

C i

VE®) = G0)" 'V E(6) Descente par gradient naturel :
vEn(n) = VE,(6) QH—I — 91‘: o QVE(QT)

ou a est le pas d'apprentissage

C'est différent d'une méthode de descente par gradient Riemannien qui se base
sur I'exponentielle Riemannienne qui est colteuse en temps de calcul.

18



Qu’est-ce que la géométrie de I'information ? (4/4)

e Une structure duale Riemannienne permet d'expliquer la dualité entre
I'estimateur par maximum de vraisemblance et la famille de modeles statistiques
issus du principe de I'entropie maximale : Explique le lien entre |I'entropie de
Shannon, la divergence de Kullback-Leibler et les familles exponentielles en
statistique.

e Second principe d'invariance par statistique suffisante P (i)

X € univers Q

Cette structure duale :

* OQuvre de . Par exemple, entropies non-extensives, systemes
complexes et géométries conformales (des familles exponentielles déformées), etc.

* A de nombreux domaines d'applications de la Gl : traitement du signal (Radar,
interfaces cerveau-machine, etc. ), imagerie médicale, apprentissage, IA, etc.

19



Les geodésiques dépendent de connexions affines

* On a vu que les géodésiques sont localements des )
\/
plus courts chemins en geéométrie Riemannienne ﬁ o/

* Géodésique y(t) définie par V est une courbe V -autoparalléle :

d
Vv =0 ~=—~(t 2o P v s db

1_31

avec V,T l'operateur de différentiation covariant pour un champ de vecteurs X

Les D3 symboles de Christoffel I sont des fonctions qui caractérisent la
connexion affine V

* En géométrie Riemanienne, la connexion par défaut est celle de Levi-Civita qui
est construite a partir du tenseur métrique g (donc implicite en géo. Rie. ) :

p f : :
\/ = 9\ =2 St 5 002 ) gmH6). ik =1,

m=1

20



Connexion affine V : Visualisation de la courbure par le
transport parallele sur des boucles infinitesimales

L

Le cylindre est plat : courbure O

elpadifim @

Elie Cartan
1869-1951

La sphere est de courbure constante >0

Une connection est plate s'il existe un systeme local de coordonnées 6 pour
lequel les symboles de Christoffel sont tous nuls : [(6)=0

— Les géodésiques sont tracées comme des segments de droite dans la carte 6




La nature duale de la géométrie de |'information

(M,g,V,V*) tel que VAV o

2

e Etant donné une connexion affine sans torsion V et une métrique g, on peut
construire une unique connexion duale V™ sans torsion telle que la métrique
est préservée par le bi-transport parallele :

A% v*
(1, 0)0) = H u, ]_[ v ;
o () e(t)

0)—=c(t) c(0)—=c¢ .,
! v2 Q(UI:’UQ) =9 (Hgt;, U1, HF{;} 1’2)

* Le dual de |la connexion duale est la connexion primale: (V*)* = V.

e Comment trouver des connexions duales ?
 Méthode d'Amari-Nagaoka (1982) : les a-connexions (Chentsov 1972)
 Méthode d'Eguchi (1983) : construit les connexions duales a partir de divergences

2



L' a-géométrie duale d'Amari et Nagaoka
Structure (P? qr, v@? V_CE)

V Qdéfinit par les symboles de Christoffel I}, , = Ep K@:@l +

] —«

aizajz) akz]

Quelques a-connexions:
= connexion métrique de Fisher Levi-Civita : Variété Fisher-Rao

est appellée la connexion exponentielle [Efron 1975]
est appellée la connexion de mélange [Dawid 1975]
(Veyr=vr (V) =V
l + l —a
v&: — VE | VTH
2 2

La géométrie duale em va étre utilisée pour étudier la dualité estimateurs/modélfis



La géomeétrie d'Eguchi induite par une divergence
* Structure (M', ng va Dv*)

* On obtient une divergence (fonction de contraste) a partir d'une distance
en statistique entre lois parametriques d'une famille. Par exemple, pour
I'entropie relative entre deux lois d'une famille P, on a

divergence parametrique ‘DEL(Ql - 0y) := Dy [po, :pﬁ’z” divergence statistique

e La métrique d'Eguchi associée a Dest  "gij(01) = 99,09, D(0; : )|y, .

* La connexion d'Eguchi associée a D est "I =g ("V0,0;.0k) = —0pi 0y O D (0, ]|6)

* On définit la divergence duale en changeant I'ordre des parametres :
D*(Ql ) 6)2) .= D(Qz ) 6)1)

» On obtient les connexions duales "V* = ”"V eton a

ng _

01=>02

("V +""V)

b | —

Connexion de Levi-Civita

4




Les f-divergences et leurs connexions associées

* L'entropie relative ou divergence de Kullback-Leibler n'est qu'un exemple
d'une famille de divergences : les f-divergences [Csiszar'63] [Ali&Silvey'66]

Iylp:q] = /Pf(g/f?’)dﬂ ‘ Dxilp = q] = /P logp/qdp =T, [p:ql  Jfxu(u) = —logu

Distance séparable

 Le générateur f(.) est convexe, strictement convexe a 1. On peut fixer f'(1)=0

et f''(1)=1 pour obtenir une f-divergence standard.
* La f-divergence duale est I;[p: q| = Iy|q : p| = I+[p : ¢

avec f(u) =uf(1l/u)

 Métrique induite par la méthode d'Eguchi est celle de Fisher: 7y — 4. = 7

* Les f-connexions induites par Eguchi pour les f-divergences entre lois d'une
famille P coincident avec les a-connexions d’/Amari et de Nagaoka :

I}DV _ Pvﬂf

Ck'f:3+2

(1)
ERRE




Les distances en statistique et leurs monotonicités

* On considere une transformation Y=t(X) de variables aléatoires entre
deux espaces mesurables :

t: (X,2) = (V. Y) Yi = 1(X;)

* Deuxieme principe d'invariance : On ne doit pas pouvoir augmenter la
discrimination d'une divergence en statistique par des transformations :

o qy,

D{le | pXQ} 2 D[q}fl | q}fg} 2 0 N qu1. Dipx, : px,] > Dlay, : qv,] >0
Pxs,
» monotonicité de la MIF: Ly (x)(0) < Ix(0) \(h“l.

* On a égalité que si et seulement si t(X) est une statistique suffisante.

* Une statistique suffisante résume exhaustivement toute |'information
nécessaire pour faire l'inférence du parametre 6 : Pr(z|f) = Pr(z|t)

* Les f-divergences sont les seules distances monotones séparables

26



Les familles exponentielles ont une statistique suffisante

* Une famille exponentielle a ses densités qui s'expriment canoniqguement

comme . PH(ZIT) — EXPp (<95 t(fﬂ)) — F(H)) [L (eg., mesure de Lebesgue ou de comptage)
Ici, c’est le produit scalaire Euclidien

ou F is est une fonction analytique strictement convexe et differentiable:

F(Q) = log / exp(@x)du(x) F : fonction log partition ou fonction cumulante
| Probability lllt'miurcl
Espace des parametres naturels : s
@ — { 9 . f eXp (933) d IJ’ ( :B) < 00 } [Exponential families] Non-¢
W@ Multivariate S

Multinomial | [ Dirichlet | | Weibull

| Exponential | | Rayleigh | Gaussian




Géomeétries duallement plates des familles exponentielles

* Modéle statistique : famille exponentielle P = {py(x) = exp(2'6 — F(6))}
ou plus généralement P = {exp(d't(x) — F(0)) h(x)} po(x) = p'(x)

* La connexion exponentielle et la connexion duale de mélange sont
plates : Espaces duallement plats des familles exponentielles : (17, g, V¢, V™)

* La matrice de Fisher est hessienne gz (f) = I(#) = Cov[t(X)] = VZE(h)

* Par |la transformation de Legendre-Fenchel, on obtient un systeme de

coordonnées dual F*(n) =supf'n—F(#).n=VEF(@#) = E[tX)]
» Paramétrage par les moments :’ | po(x) = p'()]

* La matrice de Fisher exprimée avec le parametre moment:
I(n)=V*F*(n) = gp(0)~"




Géomeétries duallement plates: Structures Hessiennes

* Les géodésiques primales/duales sont des segments de droite dans le systeme des
parametres naturels/moments :

po(z) = p"(x)

V-affine coordinate system € V*-affine coordinate system 7

geodésique primale  “py, po, (i) = P(1—t)61+t62 =P = VF(0)

(1_t)n1—|—f?’}2 /9“11). 0=VIE*(n) /

M= n(Pr)

géodésique duale ’“}”;91%2 (t) =p

Potential function F'(0) Dual potential function F*(n)

* Dans les espaces duallement plats, on a une divergence canonique : la divergence
de Bregman qui revient a calculer la entre les
densités correspondantes :

—

BF(91 ) = DKL*{Pm 1p92} = Dy, [peg : pm]

29



La divergence de Bregman illustrée

 Soit F(B) une fonction strictement convexe et différentiable définie dans un
domaine ouvert ©

* La divergence de Bregman se lit comme la distance verticale entre le point
(0, F(0,)) et I'approximation linéaire de F(B) a 6, évaluéea 6, :

A
Bp(0y:0) = F(th)— ‘L(F(Hg) + (6o — 91)TVF(92j)J
F(0) LF,;(% )
- _ , L - . . T :
Fo ¢ 2 = F ()~ F(8) ~ (0~ 0) VF ()
F(02) ¢ Lrg,(01) = F(02) + (62 — 91)TVF(92)

S © > ol -
2 0; 6 [Bregman 19873




Les Coordonnées mixtes et |la divergence de Fenchel-Young

* Paramétrage dual 0 =V F*(1) ﬁ n=VF()

* La fonction conjuguée de F est F*(n) =n'VE*(n) — F(VF*(n)) VF* = (VF)~!

F(ﬁ"l) 4 F*(nﬂ) > 91T’T?2 gradients

réciproques
des fonctions
conjuguées

* Inégalité de Fenchel-Young :

avec égalité si et seulementsi 72 = VI'(01)

 La divergence de Fenchel-Young utilise les coordonnées mixtes 0 et n pour
exprimer la divergence de Bregman Bp (0 : 65) = Ypp- (01 : 12) :




Les divergences duales de Bregman et de Fenchel-Young

* Identité des divergences de Bregman duales : B, (0, : 0y) = Bp« (12 : m1)
(la divergence de Bregman duale est la divergence renversée pour le générateur dual)

* La divergence duale est la divergence renversée : D*(0y : ) :== D(02 : 0;)

* Parameétrages primal, dual, ou mixte pour la divergence canonique des
espaces duallement plats :

Sur une variété de Bregman, on peut donc avoir 2" formules equivalents a n termes



Théoreme de Pythagore des espaces duallement plats
Interprétation avec un théoreme de Pythagore Théoréme de Pythagore

condition pour avoir |'orthogonalité :

1
FEucl(e) = §9T9 gFEuc — I

1
BFEucl(gl : 62) — 5/)]2311(:1(6’1! @2)

Trg(t)

|

|| C

’.'I Ypa Lq Vgr b
<

q x .7_\\.
’Tqr(t ) T a
Dr(Ypq(t) : vgr(t')) = Dr(vpqe(t) : q) + Dr(q '}’:r(t;))v vt,t' € (0,1). a2 + b2 = ¢2
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Propriété de la divergence de Bregman a trois parametres :

Br(6y : 03) = Bp(6; : 63) + Bp(03 : 62) — (61 — 63) T (VF(6) — VF(63)) >0



* On définit la e-projection et la m-projection d'un
point sur une sous-variété en fonction des
connexions affines V¢ (V*) et VM (V1) etde
I'orthogonalité donnée par la métrique de Fisher g;

* Une sous-variété est e-plate si et seulement si elle est
représentée dans le systeme de coordonnées 0 par un
sous-espace affine. [dem pour une sous-variété m-
plate vis-a-vis de n

* Le théoreme de Pythagore permet de démontrer que
la e-projection d'un point est unique sur une sous
varieté m-plate et correspond a la minimisation d'une

divergence de Bregman. Idem pour la m-projection d'un
point sur une sous-variéteé e-plate qui est obtenue par la
minimisation de la divergence duale de Bregman.

v m

p

m-projection

ScP

| gF e-plate
v
p
SCP
e-projection m-plate
gr
7]




Maximum de vraisemblance et m-projection

Un échantillon {x,, ..., x,} i.i.d. d'une loi appartenant
a une famille exponentielle P (e-plate)
La distribution empirique est appellée le point observé

Pe = %Zznzl 593@(:6)

m-projection

Maximum de vraisemblance :

p; = Projpm (p.)

vm

Calculer le MV équivaut a Divergence canonique :
v Py — alg llllgce Dy, [pe 3 Dgm = Dxr,

En remplacant la divergence de Kullback-Leibler par une divergence arbitraire
D[.:.], on définit ainsi des D-estimateurs. MV est le KLD-estimateur.
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Maximum d'entropie et e-projection

* Etant donné des observations E[t,(x)]=m,, le principe du maximum d'entropie
de Jaynes estime la distribution qui maximise |'entropie de Shannon et qui
satisfait les contraintes de moment. E,[t1(X)] = mu, ..., Byltp(X)] = mp

t(r) = (ti(x),...,tp(x))

m-plat m = (Mmy,...,mp)

S:Elt(x) =m
e—projection pi/[aXEnt Calculer la distrib. MaxEnt p;{m{Eﬂt — Pl‘OjS (u.)
équivaut a
min Dgy[p : u] = min Dy, w:[] Divergence canonique duale :

peEM .
1 Dye = Di

e Les distributions maximisant I'entropie les contraintes E[t(x)]=n pour tous les n
forment une famille exponentielle: p* € & := {py(z) = eXp(Zii(;I?)Q@ — F(0))}

* Par exemple, les distributions MaxEnt pour E[x]=n, et E[x2]=‘r]2 forment la
famille des (univariée d'ordre 2)
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Les projections alternées : l'algorithme em (= VeV ™)

* Trouver la distance minimale entre deux sous-variétés
= Résoudre la minimisation conjointe
min min Dk [p : ¢

pEP qeQ
o 7/ I4 ! _ D « «
* Lorsque la sous-variété P est et la sous-variéte <7 Q]_ KL[p® : '] P
Q est , alors on a unicité des e/m-projections SOHS-V?)f:ete P m-plate

alternées suivantes en partant initialement de q; :
. Pip1 = argmin Dy, |p @ ¢

e-projection >
peP ¢ G2 q
m-projection . Ji40 = arg min DKL [PH—l . q] sous-variété Q e-plate
qeQ

L'algorithme em est utile pour :

* On converge vers les deux points qui minimisent la - I"interprétation de EM en statistique
- I'analyse des modeles génératifs

divergence de Kullback-Leibler entre P et Q : Srofonds comme les VAES ou GANS

Dxylp® : ¢*] = minmin Dgy|p : ¢| = lim Dgy |piat © ¢/
pEP qeQ t—00




Les projections cycliques de Bregman (dans une carte)

* Soit n objets convexes O, ..., O, dans un systeme de
coordonneés O sur un domaine convexe 6

* On désire trouver un point dans l'intersection
commune de ces objets si elle existe

* On répete cycliqguement les projections de Bregman

906@,,75%0

0,1 = arg min Br(6;:0)

Qeol—l—(t mod n)

* La séquence converge vers un point de l'intersection
si elle existe.



L'information de Chernoff et les Tests d'hypotheses

Soit deux distributions P, et P, , et n echantillons i. i. d. x4, ..., X,
qui proviennent du modele de mélange 1/2 P, +1/2 P,
Quelle regle pour classer ces n échantillons en étiquettes P1 ou P2 ?
La meilleure regle est celle du maximum a posteriori (MAP)
La probabilité d'erreur est bornée par p" — o—nC(P1,P;)
avec C qui désigne est la divergence de Chernoff

P* = PH{Z — GE(Pl.PQ) ﬂBim(Pl-Pz)

C(P,Q) = —log min /pa(:r)ql'“(r)du(;r).

ac(0,1)

m-bisector n-coordinate system

Bim(PE'le Pﬂg)

Quand P, et P, sont deux distributions d'une
meme famille exponentielle :

C{Pﬂl : Pﬂz) — B{H]_ : Hgﬂz*}) = B(HE . Hiﬂ-}} @‘,'

a* est I'exposant optimal dans (0,1) C(6: : 02) = B(6, : 6%,)

. \ e-geodesic Ge(Pel , Py, )

2R, == - D
Pa,



L'information de Chernoff pour plusieurs hypotheses
pPn — 2—nC(Pi*,P;‘)

Probabilite d'erreur: [,

Paire la plus proche
pour l'information
de Chernoff

N\ argmin C'( P;, P;)
i

¥ Chernoff distribution between

natural neighbours

Simplexe standard (lois categorielles)
diagramme de Voronoi pour la
divergence de Kullback-Leibler

Géomeétrie algorithmique : diagramme de Voronoi Bregmannien E

Variété d'une famille exponentielle
diagramme de Voronoi Bregmannien



Sur une variété Hessienne globale (variété de Bregman induite par une
fonction convexe F), la matrice d'information de Fisher peut s'exprimer comme

Ig(@) — VgF(Q) — VQVQF(Q) — VQ’O

Définition du Définition du paramétre moment
gradient naturel -

par rapporta O : VQLQ (9) . — IQ_I (Q)VQLQ (9)

= (Ven) "' VenV, Ly (n)
— VTI _l;f,7 (,r]) dérivation des fonctions composées :

L{?(Hj — L?;(}](Hjj

Trouve de tres nombreuses applications en optimisation :
stratégies d'évolutions naturelles (NES), inférence Bayésienne, etc.



La géométrie de l'information en résumé

e Structures géométriques pour une famille de

lois : le modele statistique Yoror (£) -
* Invariance vis-a-vis du paramétrage des lois <
(8) et de la statistique suffisante (sur l'univers prao(Pays Pay) = pap(61, 02)

Q). La distance ne peut croitre par une
transformation measurable Y=t(X), et reste
égale par transformation suffisante

* Géomeétrie de Fisher-Rao avec la distance
Riemannienne métrique de Rao

Py

1

* a-géométrie duale (pas nécessairement de
divergences associées)

* Interprete le lien étroit entre estimateur
(maximum de vraisemblance) et modele
(maximum d'entropie): Théoreme de
Pythagore et projections informationelles
dans les espaces duallement plats
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Traditionally, information geometry has been concerned with the identification of natural geometric structures of statistical models. It has been demonstrated
i» TUS i that their use has a great impact on the quality of statistical methods and learning algorithms. One instance of this is given by the natural gradient method,

which improves the learning simply by utilising the natural geometry induced by the Fisher-Rao metric. The general geometric perspective of information

nl | iy e | : gl " 'l 1 ! : i geometry had already a great influence on machine learning and is expected to further influence the general field of data science.
i piiiii i n'n i g i 1]
X l | “l ] e ] I | “l i
This conference will bring together scientists from various fields in order to explore the potential of information geometry for the foundations of data science.
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