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 �� ���!�!�	��� �
"#" $ %&�'

� ����������� �(���� ��"�'

�  �)�������	 *������� �+�' ���	� ��* ��	��	����� �	*�!�� �� ���
��
�'

� ����������� �
,�
' -� ��� �������� 
������
�
 �� ���*������
 . /�-  � -� �������
����� 	� 0 ����� -� � $ -�
� �
� ��  ��	����
111�

���� ����������� 	
��� � ������������	 
����
���
' ���(��� 	������* ����'
����������� ������2�	
 ��&
�' �������� 2�
��� ��3�' �� ���	 ���*��*' �� ��

�*��	 �����

��*' ���1

→ ���(� �� ����������� *������� 4�5 ������' ����� � �����-��� .
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����������	�
 �	��
�����	 ������
� � ���	 ���
�

�1 �� ��
��� 6 �
�����
7 �� *���� �(�� �8��������		� ���� �	�

�
 �� 
!��	 *������ ����9�	*����(�
 ��������* ������ �	*����(�
� �
:��*���  �2��*����
 BF ' �
�
;<� f 9 �2��*����
 If ' ������ 
�����* ��	�
'
���1
→ 
��� ��� 6���������
 -��( �8(��
��2���7'

�1 �� ��
��� ��	�����
(��
 !��-���  �
�����
 �� *��������
'

=1 �� ��
��� 

�
�����
� 
������
�' ���

9��������
' ��8���� �������
���!�!�	���  �
���!�����
' �� �(��� �� ��� *��������
 �!���� 

(�����>:�	�;����>��!!
�1

?1 ���2� � ����� �����9����� ������
�� ��������* �
��* �(�
	��*��*�>�)�� ����
 �� *������� ���� ������������	 
����
���
' ���(���
	������* �� ��� ����2� ���	����
�

�© ���� ���	
 ��
��
	 ���	���������	 �����



���
 �� �������
�
����� ������	���� �	� ���� �
��
�����

� ����� �	*����(�
 ���� ����9�	*����(�
 -�����* �� �	�

�
 ��  �
�����

�������
'  �2��*����
� �

� ��������� ��������	
 ����
 �		�
����	������
� ��
��������� ��������
� ����
 ������
 �����
�����
� ����
�
� ��		���
� ���
 ����	���� �	�� ��
���	
���
� �	�������
� ����
 ��	��� ��	�� ��
���	
���
� ����

� �����
� ��- �������	� �	�

�
 ��  �
�����
 �
����	 :��*���  �2��*����
 4�@5' ����	 A��
��  �2��*����
 4?�5' ��������	
 �2��*����
 4?�5' ���1

� �� ��
��� �8��������		� ���������
 �� ��	�����
(��
 !��-���  �
�����

��� ��	��9������  �2��
��� �� �8�
� �� 
����( ��� �(���
�8(��
��2� �(��������;�����
1
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 !� �����	��� �	� ������
���

��� �9��9� �!����
� 
��� *������� ��� !� ���	�;� ���  �)�����  �
�����
�1
�������� B ����9�� �	
C�!�  ��* ��
��������		�� � *������� ���� ����(�� *������� � B�� �	
���������� ���� ����(�� 	��*�� �� �	1

� D� ��	���* *��������
 ��  �
�����
> �2��*����
 �
� �����

��
 ��	����� ���
 ������ �����
��� ����
 �
� ������ �����������
�	

����	
��

�  ����� �	����� �!
� ��"���
���� ��	����� �±α���	������ �
� 
	
�������
�����
��� ��#�� �������
�����

� �	
	�	
� �������
�� �
�	 (ρ, τ)���������� ��$��
��
� lα��������
���
� ����

� *��������
 �� ���!�!�	���  �
���!�����
>��
���2� ���
���
 ��  �
�����
 �
��� �� ����� 	�
��	���
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���
 "� #	�
�����$ �
��� �	�
�����$ 
�
���%� �	�
����� �	�
��&#	� ����
�'����	�

� ��������
 H(P) �
(�����9:�	�;����9��!!
�' ���

9��������
 H×(P : Q)
�� ��	���2� ��������
 E�1 ��(P : Q) = H×(P : Q)− H(P) -��(
H(P) = H×(P : P)1

� *�����	�;� ��������
 �
� ��		�  ������ 6	�*����(�
7�' �(� ������� ��
�
����  �
���!�����
'

� ��8���� ������� �������	� �� �F��	�!����  �
���!�����

�:�	�;����9��!!
' "
�		�
G
 (��2� ���	�  �
���!�����
' ���1�

� ��������
' ����������� �B��*9�������� �� ����	�8��� �E�	��*���2'
���9�������!�	����
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 �	�
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�
 	������ � ���� ��
���� ���
	���
�����		��� �� ��������� ��������� �������
	��� �������
�������
���������

� *�� ��!��
� �����

��* � ���� �����9���� .'

� �
� �)�� ����
 �� �(� *�������� 	��*��*� ��� !��	 ��*>�8�	�����*
�	*����(�
 �
�����
' *�� �
��
' !�		
' ���(�*���	���' ���H������' %��(�*���
' I��'

�!������	 ' ���1

� ���	���� �� 
���(���� *��������
 ��	�
� 9���� ��
�8��� *�������� �(��������;������1
C8���	� � "-� �
�� �9
�*����
 �	-��
 �����
��� �� � ������ �����111
�(�� ��� ��� !� �� �	�
� 9����1

� ��2������� ��� 
����
����	 ��2�������� �� *������� �
*���� �� ��2�������' ��2������� �� 
�J������' 
����
����	 ��2�������' ���1

������������ ����
��
��� 	�
��	 ���
�	 	�
��	���

 �
����
�	
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)��
�	� �� *�
� �

�1 ��
(�� ����������� �����K�9&�� 	�-�� !��� � $ 
�J������ ��L���

�1 
��������
 ����  �)�������	 *������� �� ����	����� 
����
 �/���		��*'
�L=�' &��' �L?�' #����9����
�2 �LM�G
�

=1 ��8���� ������� �������	� ��8��������	 ����	��
� ��L�@' A����
�

?1 ����������� ���H������
 ��� %��(�*���
G �(������
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I (θ)
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)
� ����  �� ����
��� �	� ��	��	���� 
�	��� %�
��'
��

� +�
����� &3 � ���!�!�	��� ��

 �������� ����� X ∼ p'  �
����� 
������
X 1

E[X ] =
∑
x∈X

p(x)x = 〈X 〉

+�
���!�����
 � :�����		�' !������	' ��	�������	' %��

��' ���19∞'

� ���������
 &3 � ���!�!�	���  ��
��� �������� �� �� X ∼ p' ���������


������ X 1

E[X ] =

∫
x∈X

p(x)x�x = 〈X 〉

+�
���!�����
 � �8��������	' �����	' 	�*�����	' *����' !���' +����(	��'
N�
(���' ���19∞'
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+
�� ���� ���� �� ����
���
 �����
���� ����
�'����	�

��2�� X = {x�, ..., xn} �!
��2�����
111
111!��	 �(� ��������	  �
���!����� �

pe(X ) =
�

n

n∑
i=�

δ(X − X (i))

Fe(x) =
�

n

n∑
i=�

�[xi≤x ] �� ��

pie =
�

n
#{x = i} ����F������


������ X �
 �����-� � ������ � ��� � ��	�������	  �
���!����� ��� � O����
��8���� .

���	� ���� μ̄ = �

n

∑
i xi = 〈X 〉pe =

∑
i∈??? p

i
e i 1

C
�������� X ∼ D(θ) !� �(� ���(� �� ������
 �

〈X 〉pe = E[X ] = 〈X 〉
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)
� ���� � ����
��� �	� ��	��	���� 
�	��� %�
��'
��

� +�
����� &31 
(����� ������� �

H(X ) =
∑
x∈X

p(x) 	�*
�

p(x)
≥ �

�	-��
 ��
���2� ������� �� ����������� . ��8 ����������� ��� �������
 �
���!����� � H(U) = 	�* n�

� ���������
 &31 +�)�������	 ������� �

H(X ) =

∫
x∈X

p(x) 	�*
�

p(x)
�x

��� !� ��*���2� ��(�
���	 �������������� .� 111
��� �8���	�' ��� ��	��2������ �����	
 ��3�
� N(μ,Σ) �

H(X ) =
�

�
	�*(�πe)d |Σ|
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��&��
� ����
�	� � #&���
� �� � �������	 ��&��
� ����

�����
"� 
���	� � 2������ x ���� � ��� �

� �(��
� � ��������� l ����� ��* �� �(� -��*(�  �
���!����� w�, ...,wk '

� +��- � 2������ x ����� ��* �� N(μl ,Σl)1

→ 
���	��* �
 � ����
� 	��� 
	��� �����		 �

� �(��- � !��
�  ��� -��( k ����
 �� �(��
� �(� ��������� �

l ∼ �����	
����(w�, ...,wk )

���	�������	 �
 �����	�;� (�
��*��� -��(��� 2�� !��
�

� �(��  ��- �� ��� �� � 2������ x ���� �(� l 9�( ���������

x ∼ 

����(μl ,Σl )

x = μ+ Cz -��( �(�	�
�� � Σ = CCT �� z = [z� ... zd ]
T 
��� �� 

�����	 ��� �� 2������ �zi =
√
−� 	�*U� ��
(�πU�)

1
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,���������
 ��&��
�� � ����
���$ ��	��	���� �
 ��&�� -

������ ��8���� �� �	
 �k ∈ N� (�2� ���>� � �

m(x) =
k∑

i=�

wipi(x)

���� 
�� �� &3
' M 	=∑i wiXi �(�� (�2� ���2�	������	  ��
����
�

� ��8����
 �� ���

���
 ����2��
�	 �����
�������� ��� 
����(  ��
����
�

� ��	�������	  �
���!����� �
 � ��8����
��� �	
� �� �8��������	 ����	� �� ����������� *�������111�

! 
� 
���� � � ��"���� �� 
 	�
��
�� �
�		�
� ��� 
 ������


��	��������� � → ����(��  �
����� ��� ���������
 .
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�����
� ����
� ��&��� ������ �� .�
����
�%$ �/""�

� �����  �
����� �� ���������
 &3
 �
 ���!�!�	��� ���
���
 ���� μ, ν' ���1

� ��� (�� 	� &3
 �(�� ��� ����(�� ���������
 ���  �
����� ��*1' � ��8����
�� %��

�� -��( � ���

����

� ��� ���!�!�	��� ���
���
' ���
>� �
 ��� &� ��9���� ��  ���2���2�


� �8��������� �������� �
 ���O� �
 �

E[X ] =

∫
x∈X

xp(x) �ν(x)

� "-� �
��	 !�
� ���
���
 �
� �	�
��
� ������� % νC �

∫ →∑�
� �������� ������� % νL
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�����
� ����
� � *
�'�'�
��� ����� �
���

�	� ��
��	�
����

� X � 
��' �(� 
���	� 
����

� σ9�	*�!�� F �2�� X � 
�!
��
 �� X �	�
� �� �� ������!	� ����
�����
������
' �����
' �� ����	�����
1

� (X ,F) � ���
���!	� 
����

� ���
��� μ : F → R ∪ {±∞} -��(

� μ(E ) ≥ &, ∀E ∈ F � μ(∅) = &
� μ (∪i≥�Ei) =

∑
i≥�

μ(Ei ) �	� �������� ���'	�
� ��(��
�� {Ei ∈ F}i
� (X ,F , μ)' � ���
���2�� ���
��� 
����

� (X ,F , μ) -��( μ(X ) = �' � ���!�!�	��� 
����' F ∈ F ��� �2���
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�����
�'
� ��	����	� �	� 
�	��� %�
��'
��

� ���
���!	� �������� f : X → Y !��-��� �-� ���
���!	� 
����
 (X ,F)
�� (Y,G) �

∀G ∈ G, f −�(G ) ∈ F
� &�� �� 2����!	� X B ���
���!	� �������� X : X → R1 "(������� �

{x ∈ X | a < X (x) < b} ∈ F
�		 
���	� 
����
 -��( X �����* 2�	��
 !��-��� a �� b �
 �� �2��� ��+��

� ���������
 &3 B ���
���
 �� :���	 σ9�	*�!��
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����	�	�� �	� 0���	 1������ ��
�%���%��

� ���
��� μ �
  ������� !� ��
��� ν �μ
 ν� �)1

ν(E ) = �⇒ μ(E ) = �

� μ
 ν σ9O���� �XB������!	� ����� �� ���
���!	� 
��
 -��( O����
���
���� �(�� μ � ���
 �  ��
��� f -�� �� ν' �(� &� ��9���� ��
 ���2���2� �

f
�.
=

�μ

�ν

∀ ν −���
���!	� E , μ(E )
�.
=

∫
e∈E

f �ν(e)

� P 
 ν' 
(����� ������� � H(P) = − ∫ p(x) 	�* p(x)�ν(x)1
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,���������
 ���������	 � ��
����
�� ���������	 θ̂

� ��2�� �  1 X = {x�, ..., xn} ∼ pθ�(x) �(�  �� !� �������' �
������ θ ��
����	� {pθ(x)}θ 0
→ ���� �!
��2����� 
��
 �� ��� �� 2�����


� ��8���� ����	�(�� %������	� ���C� �

θ̂n = ������θ

∏
i

pθ(xi ) = ������θl(X ; θ) =
∑
i

	�* pθ(xi )

� ���
�
����� � 	��n→∞ θ̂n = θ�

� 
���� �������� � s(θ, x) = ∇θ 	�* pθ(x) -��( ∇θ = (∂i =
∂
∂θi

)i 1 
����

�� �����
 �(� �
��������� �� ��
 ��
����
������ ����
1

� ��� 
�����	� �����2� 	�*9	���	�(�� ' ���F�� θ̂ 
��( �(�� s(θ̂, x) = �
��3�
' :���' %��

��' +����(	��' ����1
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+����
 �	��
�����	 I (θ) 2 3�
��	�� �� ��� ���
�
#����� �� ������
���� � 
� 
� ��	��$
�
� �
���� $
��
�
� X �
����	

���� 
� ��%���� �
�
����� θ �
���
� ������ �� 
���� � �' ���  �
���������2� .

E

[
∂

∂θ
	�* p(X ; θ) | θ

]
= E

[
∂
∂θp(X ; θ)

p(X ; θ)
| θ
]
=

∫ ∂
∂θp(x ; θ)

p(x ; θ)
p(x ; θ) �x

=

∫
∂

∂θ
p(x ; θ)�x =

∂

∂θ

∫
f (x ; θ)�x

=
∂

∂θ
� = �.

&����� ������ �� 	���� � �-��( ∂i l(x ; θ) =
∂
∂θi

l(x ; θ)�

I(θ) = E

[(
∂

∂θ
	�* f (X ; θ)

)�∣∣∣∣∣ θ
]
=

∫ (
∂

∂θ
	�* f (x ; θ)

)�
f (x ; θ) �x > �

��	��9��������� � Ii ,j(θ) = Eθ[∂i l(x ; θ)∂j l(x ; θ)] , I (θ) � �' %
�
�+
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+����
 �	��
�����	 �	� �
��4
 0�� 
�5�
 '��	�

/�- *�� �
 �� �
������� 0 (�- �� ���
��� *�� ��

 0

� ���� 
F���� C���� ��
C� � ���(θ)
��
= E[‖θ̂ − θ�‖�] ����
�
����� �

�
C→ ��

� ����K�9&�� 	�-�� !��� � ��� �� ������
� 
�������� θ̂ �

V[θ̂] � I−�(θ�)

� �J������ � ��!��
� �
������� ����(��* �(� �& 	�-�� !��� 

� �
�������� �����	��� �� θ̂ ��� ��� �� 2�����
� �

θ̂ ∼ N

(
θ�,

�

n
I−�(θ�)

)
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+����
 �	��
�����	 ���
�& �+���

I (θ) = [Ii ,j(θ)]i ,j , Ii ,j(θ) = Eθ[∂i l(x ; θ)∂j l(x ; θ)]

� ��� ��	�������	
 (p�, ..., pd ) �

I (θ) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

p�(�− p�) −p�p� ... −p�pk
−p�p� p�(�− p�) ... −p�pk

111
111

−p�pk −p�pk ... pk(�− pk)

⎤
⎥⎥⎥⎦

� ��� ��	��2������ �����	
 ��3�
� N(μ,Σ) �

Ii ,j(θ) =
∂μ�

∂θi
Σ−� ∂μ

∂θj
+

�

�
��

(
Σ−� ∂Σ

∂θi
Σ−� ∂Σ

∂θj

)

�����8 ����� � ��1
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0���
�����
�6����	 �� ��� +����
 �	��
�����	 ���
�&

� ��� θ = θ(η) �� η !� �-� �9��9� ����������;�����


� J = [Ji ,j ]i ,j � A���!��� �����8 Ji ,j =
∂θi
∂ηj

1

Iη(η) = J� × Iθ(θ(η)) × J

'�	 �� ������
���� �
���" ������	 �� � � �
�
�������
���� �� � �
�
�
����� 	�
�� ���$
��
���
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,��������� � �	��
�����	 �	� ��7���	��

� 
�J������ � P(x |t, θ) = P(x |t)
⇒ 


 ������
���� 
���� θ �	 ����
���� ��	��� t

� Is(X )(θ) ≤ IX (θ) ��� � 
����
��� s' -��( �F��	��� �)1 s �
 
�J�����

� ��
(��9������G
 �������;����� ��������� � t(x) �
 
�J����� �(�� -� (�2�
�(� ��		�-��* ��������	 �������;����� �

p(x ; θ) = g(t(x); θ)h(x)

� C81 � t(x) = (
∑

i xi ,
∑

i x
�
i ) 
�J����� ��� ���2������ �����	
1

� )�� �
�	�����	
 ��	�� θ �
 ��	 (��
������ % ���� �������	
 ���
	�� �	�� 	�
����������� �
�	�����	


� ������ ���
 μ̄ = �

n

∑
i xi � ������ �����
��

v̄ = �

n

∑
i (xi − μ̄)� = �

n

∑
i x

�

i − μ̄� =
*

n

∑
i

x�i − (
*

n

∑
i

xi )
�

� ��� �		 
����
���
 ����� ����������� �� θ � ����		��� 
����
���
' 
����
���

�(��  ��
 ���  ���� �� �(� ��������� θ1
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X X t(X)
iid.

Inverse probability/Inference

Parameters: λ Statistics

(data reduction)

Loss of information
for recovering λ

su
ffi
ci
en

t

insuffi
cient

random vector
random sample

x1, ..., xn

t(x1, ..., xn)

random variable

N� ��� ������
�� �� O����9 ����
����	 
�J����� 
����
���
111 �
����
����	
	�

	�

  ��� �� �������
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#&��	�	���
 ����
��� �	� 8	��� ��7���	��

Probability measure

Parametric Non-parametric

Exponential families Non-exponential families

Uniform Cauchy Lévy skew α-stable
Univariate Multivariate

uniparameter multi-parameter

Dirichlet Weibull

GaussianRayleigh

Bernoulli

Binomial

Exponential

Poisson

Gamma ΓBeta β

Bi-parameter

Multinomial

:�-��� � C8��������	  �
���!����� !�	��*
 �� �(� �8��������	 ����	��
 ���1
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#&��	�	���
 ����
��� � ����
��� �� ��
����
�� ����
�'����	�

� ��������	  ������
����� �t(x) 
�J����� 
����
���
' k(x)
��8�	���� ������� ����� �

p(x ; θ) = �8�(〈t(x), θ〉 − F (θ) + k(x))

� 	�*9���	��� ����
���� � F (θ) = 	�*

∫
�8�(〈t(x), θ〉+ k(x))�x

� ����  �
���!�����
 p(x ;λ) ������	' *����' !���' ��	�������	' %��

���
��� �8��������	 ����	��
 -��( θ(λ)

� F �
 �������� ����
� �� ���2�8 ������	 ��������� 
����

Θ = {θ ∈ R
D | F (θ) <∞}

� +��	 ����������;�����
 � θ(λ) �� η(λ) = ∇F (θ(λ)) = E[t(X )]

� ��
(�� ����������� �����8 � I (θ) = ∇�F (θ) � � �/�

��� �� 
�����	�
���2�8 ���������

� ��C � η̂ = �
n

∑
i t(xi) = ∇F (θ) ���� ����� �� �8�
������
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��	%�& ���
��� � ����	�
� +�	���
 �
�	���
�����	 9!�$ �/:

� ��� � 
�����	� ���2�8 ��  �)�������!	� �������� F : X → R'  �O�� �(�
���2�8 ���H�*��� �

F ∗(y) = 
��
x∈X

{〈y , x〉 − F (x)︸ ︷︷ ︸
lF (y ;x);

}

� ��8���� �!����� ��� y = ∇F (x) �

∇x lF (y ; x) = y −∇F (x) = �⇒ y = ∇F (x)

� ��8���� �����
 ���� ���2�8��� �� F �∇�F � �� �

∇�
x lF (y ; x) = −∇�F (x) ≺ �

� (��$�" ���)��
��	 ��� ���
��	 �

(F ,X )⇔ (F ∗,Y), Y = {∇F (x) | x ∈ X}
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����	�
� ���
��� � ������
�� �	��
�
������	
���
� �� �(� ���*���( �� F �
 � ���2�8 �!H��� �

� ���2�8 (�		 �2����8' V 9�����
���������' 2��
�

� (�	�9
���� �(�	�
����' H9�����
���������1

O F

z

x

P : (x, F (x))

(0, F (xP )− xPF
′(xP ) = −F ∗(yP ))

HP : z = (x− xP )F
′(xP ) + F (xP )

Q

xP

zP = F (xP )

HQ : z = (x− xQ)F
′(p) + F (xQ)

Dual coordinate systems:

P =

⎧⎨
⎩ xP
HP : yP = F ′(xP )

0

HP+

��*�� �� ����
���� �	
� ��		� 6
	���7 ����
����1
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����	�
� ���
��� ; ��	�	���
 ��%�
��	��

� ���2�8 ���H�*���
 (�2� ���������� ���
��
 *�� ����
 ∇F−� = ∇F ∗

∇F ∗ ��� ��F���� ��������	 �����8�������
���� �	-��
 �2��	�!	� �� ���	�����	 �	�
� 9�����

� ��2�	����� � (F ∗)∗ = F -��( ∇F ∗ = (∇F )−�1

� ���2�8 ���H�*��� F ∗ �8���

� �
��* (∇F )−� �

F ∗(y) = 〈x , y〉 − F (x), x = ∇yF
∗(y)

F ∗(y) = 〈(∇F )−�(y), y〉 − F ((∇F )−�(y))

� ����(�	9,���* ���F��	��� �� �(� (���� �� �(� ��������	  �2��*���� �

F (x) + F ∗(y) ≥ 〈x , y〉

AF (x : y) = AF∗(y : x) = F (x) + F ∗(y)− 〈x , y〉 ≥ �
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*�
�����
� �� �&��	�	���
 ����
���
� D � �� �� �� �(� �8��������	 ����	�
� d � ���9 �d = �� �� ��	��92������ ����	�

���� ����������;�����
 ��� ��

�!	� !�� ��	� �-� ��� ��������	 � ������	
���������
 �� �8��������� ���������
1

λ ∈ Λ

η ∈ Hθ ∈ Θ

Exponential family
dual parameterization

η = ∇θF (θ) θ = ∇ηF ∗(η)

Legendre transform
(Θ, F ) ↔ (H,F ∗)

Natural parameters Expectation parameters

Original parameters
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��	�	���
 ������������	 �� �&��	�	���
 ����
���

〈·, ·〉 � ����� ��� ��� �� 2�����
 �
��	�� ��� ����' �������
 �����(AB∗)�
t(x) 
�J����� 
����
���
' k(x) ��8�	���� ������� ���� �

p(x ; θ) = �8�(〈t(x), θ〉 − F (θ) + k(x))

��� ���F��  ������
����� !����
� �

� ������	 ��������� �� 
�J����� 
����
��� � t ′(x) = At(x) �� θ′ = A−�θ
���� |A| 	= � �J�� ����
����������

� ���
���� �� F ′(θ) = F (θ) + c �� k ′(x) = k(x)− c

��� �
 *�2� 
���  ������
����� �8���	�
111
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,���������
 ��&��
�� � 0��
���� ��� 9!<:
�����3�
��	�� D	���
��� ��3D
� ���*��* �

&��	��*(  �
���!����� �

p(x ;λ) = x
λ� e

− x�

�λ�

x ∈ R
+

d = � ����2�������
D = � ��� �� ��
θ = − �

�λ�

Θ = (−∞, �)
F (θ) = − 	�*(−�θ)
t(x) = x�

k(x) = 	�* x
�N��!�		 k = ��

�������� �	�F��
 � O!����� ��

��
' ��	��O� ��

��
' 	��� �� ��

��

*
�
��� +�"���� +���
	 �*++	� �
��� �

�
������� �� ������	������ ��
�
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,���������
 ��&��
�� � �������	 ��� 9�!$ !<$ �":
���

��� ��8���� �� �	
 ����
� � �� �	 	�- ���F�����1
��	�� ���*� ���������� �
 � �+ 8�&�: ����� 
��1

���

���  �
���!����� p(x ;μ,Σ) �
�

(�π)
d
�
√

|Σ|
e−

�
�DΣ−� (x−μ,x−μ)


F���� ��(�	���!�
  �
����� �
DQ(x , y) = (x − y)TQ(x − y)
x ∈ R

d

d ���	��2�������

D = d(d+�)
� ��� ���

θ = (Σ−�μ, ��Σ
−�) = (θv , θM)

Θ = R× Sd
++

F (θ) = �
�θ

T
v θ

−�
M θv − �

� 	�* |θM | +
d
� 	�* π
t(x) = (x ,−xxT )
k(x) = �
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��# �� �&��	�	���
 ����
��� � =5� ���
��	��� �������

η = E[t(x)] = ∇F (θ), θ = (∇F )−�(η) = ∇F ∗(η)

η̂ = 1
n

∑
i t(xi) = t̄

minθ F (θ)− 〈θ, t̄〉

Convex optimization Trivial solution

natural parameter: θ-coordinates expectation parameter: η-coordinates

∇F (·)

∇F−1(·) = ∇F ∗(·)

� �	�
� 9���� �� �8��������� ��������� ���� ����� 
�
��� η �

η̂ = �
n

∑
i t(xi)

� ���2�8 ������;����� �� �(� ������	 ��������� ���� ����� 
�
��� θ1

��8θ l(θ; x�, ..., xn) =
�
n

∑
i (〈t(xi ), θ〉 − F (θ)) ≡ ���θ F (θ)− 〈θ, t̄〉 ��(��

�
' ∇F (θ̂) = t̄�
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#&��	�	���
 ����
��� � >	�%�
��
 ����
��� -

D��2��
�	 �����
��������
 �� 6
����(7  ��
����
 �

� ��8����
 �� �8��������	 ����	��
 �����8����� ��� 
����(  ��
���
���8����
 �� ���

���
�

� � 
��*	� �8��������	 ����	� ���

�!	� ��	���� �	� �����8�����
 �	
� ���

����(  ��
��� � 
���	�� �� �����8�������
 �� ��������
 !� ��	������	
1
N� ��� �(��
� �(� 
�J����� 
����
���
 �� (�, x , x�, x�, ...) �� 
(	�* x , 	�*� x , 	�*� x , ...)1 :�� �(�� F (θ) ��� �� �	�
� ���� �

F (θ) =

∫
x
�8�
(
θ�t(x) + k(x)

)
�ν(x)

������� ���!	�� ��� �� �������� ��� �� (�2� �	�
� 9���� �8���

��� ��
F ' �
��* �� %���
 �� �	
' ���1�
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��
�6��		 ��''� ����
�'����	 �	 ����������
 �������

��� E (X ; θ) !� �� ����*� ��������1

p(X ; θ) =
�

Z (θ)
�8�(−E (X ; θ))

Z (θ) �����	�;����� ������ ����1 ��������� ��������� �

Z (θ) =

∫
x
�8�(−E (X ; θ))�ν(x)

F (θ) = 	�*Z (θ)
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=�� �'��
%�� ���	� P̂ �	 �	��
�����	 ������
�

� {Pθ}θ � � ���������� ��8��������	 ����	�� �� �	' � ����O�!	�

� 3��- Pθ �
 � ����� �� � ������	 � ��	 ���� �����
 θ �� η�

� P!
��2� ����� P̂ -��( η9���� ����� t(x) = �
n

∑
i t(xi) ���C�

P

{Pθ = p(x|θ)}θ

P̂ (η = η̂ = 1
n

∑
i t(xi))

observed point

Space of probability distributions

N� 
(�		 
�� 	���� �(�� P̂ �
 m9���H������ �� �(� ��������	  �
���!����� �� �(�
e9I��111
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��# �� �&��	�	���
 ����
��� 9!?:

� η̂ = t(x) !�� -� -��	 	��� θ̂ = (∇F−�)(η̂)

� 2�	�� �� �(� ��8���� 	���	�(�� �

l(θ; x�, ..., xn) = F ∗(η̂) + k(x)

k(x) = �
n

∑n
i=� k(xi)

F ∗ �
 ��*9�������

� N(�� F (θ) ��� �� �	�
� 9���� � ������
��2� +�2��*���� ������' 
����
����(��* ���
(��  �2��*�����' ���1
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��� ��������� ���������� ��
�������
��� ������
�� 	

� (M , g)

� (M , g ,∇,∇∗)⇔ (M , g ,T )
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*���
����	 ����� ; *�
�����
 �����

/1 /���		��* 4��5 ��L=��' �1 &1 &�� 4?@5 ��L?��

� P = {p(x |θ) | θ ∈ Θ} � �����
���� ������ ��  �
���!�����
' �(�
����	����� 
����'

� Θ' �(� ��������� 
���� ��  ����
��� D

� �����
��� i(θ) = p(x |θ) ���� �(� ��������� 
���� �� �(� ����	�����

���� �

� i % 	
���	�	
� ��	��� ���
�����������
� i 	� ��
# ���(Θ) = D %

∂p(x |θ)
∂θ�

, ...,
∂p(x |θ)
∂θD

��� ��� �������� ����	�����

� +�	������ ���������� 	� ,- �������� �
�
 �� �	
����� �
� ����������
����� {N(&,Σ) | Σ � &}
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+����
 �	��
�����	 ���
�& �+���

� 	�*9	���	�(�� l(θ|x) = 	�* p(x |θ)' ∂i = ∂
∂θi

1

� ������ ���
��' D × D �����8 � g = [gij ] =
∑

i ,j gij�xi ⊗ �xj ����
��
��� ����

gij = Eθ[∂i l(θ)∂j l(θ)]

� ��� ��� !� ��-������ 
������
���� �
 �

gij = ?

∫
x
∂i
√

p(x |θ)∂j
√

p(x |θ)�x

� g 
�������� ��
���2�  �O���� �
%+�' ���9 �*������� -(�� {∂ip(x |θ)}i
��� 	����� �� ���� ��� ����!	�� -��( ��8���� �� �	
 -(��� ∃θ, I (θ) = ��
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+����
 �	��
�����	 ���
�& ; @�����	

,��
��$� �"����
���� �� � � ��		�
� �� � � 
���
�%�
� ��� �������� �

gij = Eθ[∂i l(θ)∂j l(θ)]

gij = ?

∫
x
∂i
√

p(x |θ)∂j
√

p(x |θ)�x

gij = −Eθ[∂i∂j l(θ)]

��� ������	 �8��������	 ����	��
 p(x |θ) = �8�(〈θ, x〉 − F (θ))'

I (θ) = ∇�F (θ) � �
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+����
 �	��
�����	 � �	%�
��	�� �	� ��%�
��	��

� ��2������ �� �� ������������;����� �� �(� 
���	� 
���� � X &31 -��(
p(x |θ) �� Y = f (X ) ��� �� ��2����!	� ����
��������� f (·) -��(  ��
���
p̄(y |θ)1

gij (θ) = ḡij(θ)

� ��2������ �� �� ������������;����� �� �(� ��������� 
���� � ���
η = η(θ) !� �� ��2����!	� ����
��������� -��( p̄η(x) = pη(θ)(x)

ḡij(η) = gkr |η=η(θ)
∂θk
∂ηi

∂θr
∂ηj

� 
�J����� 
����
���
 � p(x |t, θ) = p(x |t)' ���9 ��������
��� �����2
����(�
� ����
���������
 �
����
����	 ��2��������1
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������ �� 0����		��	 ������
�

� (M, g) � &��������� ������	 

� 〈·, ·〉' &��������� �
���� �
���� g �  �O���� ��
���2� !�	����� ���� �� ���(
���*��� 
���� TxM � ���� 
 
����(	� �� x�

� ‖ · ‖x � ‖u‖ = 〈u, u〉�/� � #

������ ���� �� TxM

� ρ(x , y) � ������  �
����� !��-��� �-� �����
 �� �(� ������	 M �	��*�(

�����

ρ(x , y) = �
�

{∫
�

�

‖γ̇(t)‖ �t, γ ∈ C �([&, *],M), γ(&) = x , γ(*) = y

}

� 
(����
� ���(
 �	��*�( 
�����

� !�� ���(����		� ����		�	 ����
���� -��1 ��2�9��2��� ������ ���������� ∇��1
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������ �� 0����		��	 ������
� � #&��	�	���
 ���

� ����	 ��� ���� �(� ���

�� ����
 TxM �� �(� ��������  �O�� -��(
*�� �
��
 �-�� ∇�1

∀x ∈ M,D(x) ⊂ TxM : D(x) = {v ∈ TxM : γv (�) �
  �O�� }
-��( γv ��8���	 ��1�1' 	��*�
�  ������ *�� �
�� -��( γv (�) = x �� 
γ′v (�) = v 1

� C8��������	 ��� �

�8�x(·) : D(x) ⊆ TxM → M

�8�x(v) = γv (�)

D �
 ���������
�1
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0����		��	 ������
� � #&��	�	���
 �	� ����
������ ����

p

Tp

M

Xp

y

��� : y ∈ M → Xp ∈ Tp

�
� = ���−� : Xp ∈ Tp → y ∈ M
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������ �� 0����		��	 ������
� � ���������

� �
��
��� � 
����( ���( -(��( 	���		� ������;�
 �(�  �
����� !��-���
�-� �����
1

� ��2�� � 2����� v ∈ TxM -��( !�
� ����� x ' �(��� �
 � ���F�� *�� �
��

����� �� x -��( 
��� v �� ���� � � t �→ �8�x(tv) �� t �→ γt(v)1

� ��� �
�� �� [a, b] �
 ������� �� ��
 	��*�( �
 	�

 �� �F��	 �� ��(��
1 ���
�����
�
 M ��1�1' �8�x(v)�' �����* x , y ∈ M' �(��� �8�
�
 � �������
*�� �
�� ���� x �� y �� ���� �1
γ·(x , y) : [�, �]→ M' t �→ γt(x , y) -��( �(� ��� �����
 γ�(x , y) = x �� 
γ�(x , y) = y 1

� U ⊆ M �
 ���2�8 �� ��� ��� x , y ∈ U ' �(��� �8�
�
 � ���F�� ������	
*�� �
�� γ·(x , y) �� M ���� x �� y 1 ��� �
�� ����� ��
� �� U ��  ���� 


����(	� �� x , y , t1
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������ �� 0����		��	 ������
� � ���������

� ��� �
�� γ(x , y) � 	���		� ������;��* ���2�
 	�����* x �� y

� 
��� 2����� γ′(t) ����		�	 �	��* γ �

Dγ′(t)
�t

= ∇γ′(t)γ
′(t) = �

� N(�� ������	 M ��!�  � �� R
d ' ����	������� �
 �����	 �� ���*���

�	��� �
γ′′(t) ⊥ Tγ(t)M

� ‖γ′(t)‖ = c ' � ���
���� �
��' �����1

⇒ %���������;����� �� ���2�
 -��( ���
���� 
��� ���(��-�
�' ��� *�� �(�
����� �� �(� *�� �
�� ��	�111�
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������ �� 0����		��	 ������
� � ��������� �	� ���	�

���
���� 
��� *�� �
�� γ(t) 
� �(�� γ(�) = x �� γ(ρ(x , y)) = y ����
����

��� �' �(� ���� �� 	��*�(�1

x#ty = m = γ(t) : ρ(x ,m) = t × ρ(x , y)

��� �8���	�' �� �(� C��	� ��� 
���� �

x#ty = (�− t)x + ty = x + t(y − x) = m

ρE (x ,m) = ‖t(y − x)‖ = t‖y − x‖ = t × ρ(x , y), t ∈ [�, �]

⇒ m ����������� 
	 
 ��
� ��
��������� ������� x 
�� y

�© ���� ���	
 ��
��
	 ��+
��
���� ��������
� ��!�(������	 �(��
 ������



������ �� 0����		��	 ������
� � �	A����%��� 
�����

-�.������ �	� ���� � � �
����� 	�
�� �� � � �
����
�

� ���
������� ������ �	�(M) � 	��*�
� r > � 
��( �(�� ��� 


 x ∈ M' �(� ���
�8�x(·) ��
������ �� �(� ���� !�		 �� TxM -��( �� ��
 r �
 �� ��!�  ��*1

� ������ ���
������� ������ � ��O��� �� �(� ��H����2��� �� ��
 �2�� �		 �����

�� �(� ������	 1

��������� ��� ��2�*����* !��� �� ����( ���� TxM �� M ��8����
��>������
��
��������*�111
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0����		��	 ������
� �� ����
����	 ������

� ���
� �� (M, g) -��( g = I (θ)' /���		��* ��L=��' &�� ��L?��1 ��
(��
����������� �����8 �
 ���F�� �� �� � ���
���� ���� 
����
����	 ��2��������1

� �������� �� ��	�������	
 �
 
�(�����	 ��� �(� ���(����

� ��� ���2������ 	�������9
��	� ����	��
' (����!�	�� *������� ��
C��	� ��� *������� �	������� ��	��

p(x |μ, σ) = �

σ
p�

(
x − μ

σ

)
, X = μ+ σX�

������	' ����(�' ���	���' 
�� ��� t9' ���1�
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=�	��	� �
�	��$ ��	��	� '�	�
��$ %����
 8�
��

� Tp � ���*��� �	��� �� p

� TM' ���*��� !�� 	�

� 2����� O�	 B *	�!�	 
������ �� �(� ���*��� !�� 	�

� ��(�	���!�
 ������  �
����� �� ���*��� �	���
 Tx �

MQ(p, q) =
√

(p − q)�Q(x)(p − q)

�8���
 �� �(� ������ ��� Q(x) = g(x) � � �
%+�1

� &��G
  �
����� !��-��� �	�
� �����
 ������
 �� ρ  √��� =
√
���1

��� �8��������	 ����	��
' ρ  ������	
��� =
√

Δθ�I (θ)Δθ1
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=�	��	� �
�	� � '���� %����
�

� (∂i )x =
(

∂
∂θi

)
x

� Xx =
∑D

i=� X
i (∂i )x

� +�O�� ������ ������ ���
�� � gij(x) = gx (∂i , ∂j ) > �

M
x

TxM

Xp =
∑D

i=1 X
i(∂i)x

Yp =
∑D

i=1 Y
i(∂i)x
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α 
��
���	�����	� �	� ��
�����
�6����	� �� ��� ��	��	�
�
�	��

fα(u) =

{
�

�−αu
�−α

� , α 	= �

	�* u, α = �.

� α = −� � p(x |θ)→ f−�(p(x |θ)) = p(x |θ) � �
��	 ����������;����� �� �(�

���*��� �	��� T
(−�)
x M -��( !�
�
 ∂

(−�)
i = ∂i 1

� α = � � 
F���� ���� �����
�������� � p(x |θ)→ f�(p(x |θ)) = �
√

p(x |θ)1
∂(�) ������ ���	�� �� θ' � ����O� -��( �(� ���*��� �	��� T

(�)
x M1

� α = � � 	�*����(��� �����
�������� � p(x |θ)→ f�(p(x |θ)) = 	�* p(x |θ)1
∂(�) = ∂i f�(p(x |θ)) = �

p(x |θ)∂ip(x |θ)
/
����� �

��	 
�� ��$
��
�� ��)���	 � �� ��� ������ �� � �
α������	���
����0
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#&�
�	��� ����������	�
 ������
� �	 ��	��	� �
�	��

� "��
�� g = Q(x) � �  �O��
 
����( ����� ��� ���
〈p, q〉x = (p − q)�Q(x)(p − q) �(�� �� ���
 � �����  �
����� �
dx(p, q) = ‖p − q‖x =

√
(p − q)�Q(x)(p − q)

� ��(�	���!�
 ������  �
����� �� ���*��� �	���
 �

ΔΣ(X�,X�) =
√

(μ� − μ�)�Σ−�(μ� − μ�) =
√

Δμ�Σ−�Δμ

� �(�	�
��  ������
����� Σ = LL�' 	�-�� �����*�	�� �����8 L �

Δ(X�,X�) = DE (L
−�μ�, L

−�μ�)

� (�������� �� �
����� �

��	 1 2��
���
� ��������� ��
��
�	������ �����	 x ′ ← L−�x0
��������� 2
 ��������� �����������
1
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0����		��	 ����
�	�'�� ���
�� ��	��
 �Σ−*$ *,��

ρ(p�, p�) =
√

(p� − p�)�Σ−�(p� − p�), g(p) = Σ−� =

[
� −�
−� �

]

���9��������	 *������� � g(p) 	= f (p)I
�3�
��	�;����� -��( "�

�� �� ������8�
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1�
��
B�������	 ����
� �	� !� 
������	 ���
� ����
���

� ��
(�� ����������� �����8 ����� �

I (θ) =

[
Ii ,j(θ) = Eθ

[
∂

∂θi
	�* p(x |θ) ∂

∂θj
	�* p(x |θ)

]]
= Eθ[∂i l∂j l ]

� ��� ��� ���2������ �����	>��	��2������ 
�(�����	  �
���!�����
 �

I (μ, σ) =

[ �
σ� �
� �

σ�

]
=

�

σ�

[
� �
� �

]
I (μ, σ) = ����

(
�
σ� , ...,

�
σ� ,

�
σ�

)
� → ������ �� %������K ������ �x�+�y�

y� ' (����!�	�� *������� ��

����� (�	� �	���>
����1
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0����		��	 *��	��
4 ����
 �
�	� ���
�� ��	��
 ���	��
��
�

��
( ρ(p�, p�) = �+
‖p� − p�‖�

�y�y�
, g(p) =

[
�
y� �

� �
y�

]
=

�

y�
I

��������	 � g(p) = �
y� I
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���
�& ,*� ������ �	� ����
'�
�� ������
�


�������� %�
���2� +�O���� �������
 M � ∀x 	= �, x�Mx > �1

� �+ ���(�) �����8 
���� (�
  ����
��� d = = � # ��
���2� ����1

���(�)
{
(a, b, c) ∈ R

� : a > �, ab − c� > �
}

� ��� !� �

�
� ���� ��

�� ��  ����
��� �' ���( 
(��� �����
��� ��* �� �
�������� ����
 �� ��
 �
�
������� �� �(� �	�����


���(�) = ����(�)× R
+

-(��� ����(�) = {a, b, c =
√
�− ab) : a > �, ab − c� = �}

� ������* M(a, b, c)→ H
� �

�
(
x� =

a+b
�
≥ *, x� = a−b

�
, x� = c

)
�
 
�����	�	�� �	��� ./01

� z = a−b+�ic
�+a+b �
 -	�
���2 ���# ./01�
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0����		��	 *��	��
4 ���� ���
�� ��	��
 ���	��
��
�

→ ����� �
� �� /���� �������� ���������
' ���-��� ������* ���!�  ��*
����
�' ���1
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0����		��	 .
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����7 
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� � � ������ �
� -� ��� ������� ����
	�����
���� �� !��� �� �(� ���*�� 2�� �Q!��
 ����
����1�

� ��� �
��
 ��

��* �(���*( O �� �(� %������K  �
� ��� 
����*(� �
� -� ���
������� ����
	����� ���� �� !��� �� �(� ���*���

�© ���� ���	
 ��
��
	 ��+
��
���� ��������
� ��!�(������	 �(��
 ������



0����		��	 ������
� � )�����6����	 �	 ��� ��	���
� 5���
��� 	���
�
 �
����	� 9�:

��������	 ������;����� �� ������	 
 �

�  �O�� �� � ������	 ' *�����	�;� C��	� ��� *�� ����
∇x f (x) = ( ∂

∂x�
f (x), ..., ∂

∂xD
f (x))1

� ������	 *�� ���� ��
����
 ������
�� *������� �� �(� ������	 �

∇̃θf (θ) = (I (θ))−� ×∇θf (θ)

�C��	� ��� *������� � I (θ) = I 1�

� ��2������ �� �� �(��*�
 �� �(� ����������;����� �������	 *�� ���� B
������2������ ���� �� �(� *�� �����

� �����������9*�������� ������;����� ���P�' !	���9!�8 ������;�����
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C�D
��E� �
��
 �
�� %�
��� �
���	�

� 3�	��� �� �(� ������	 �

v(M) =

∫ √
|g(θ)|�θ <∞

� ���
� �� �(� �����  �
���!����� �

q(θ) =
�

v(M)

√
|g(θ)|

� ��2������ �� �� ������������;�����

� :���
��� 
����
���
 ��� ��(�� ±α92�	��� �	����� �� �� � |g(θ)| �±α
� �
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���� �� �������
 �������� 	
���
 ����������� ∇ ��� ∇∗
����
�� !��� � ������ g
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��		�����	�
∏

�	� ��%�
��	� ��
�%���%�� ∇

� ����������

∏


�� �����
��� ����
 !��-��� 2�����
 �� ���*��� 
����

Tp �� Tq 1 N(�� ������	 M �
 ��!�  � �� R

d ' �(��� �8�
�
 � ������	
�����
��� ����1 P�(��-�
�' ����������


∏
��� �� !� �����		�  �O�� 1

� ��2������  ���2���2�
 ∇ �  �)����������� �� � 2����� O�	 Y �� �(�
 �������� �� ����(�� 2����� O�	 X ' ���	 ��* � 2����� O�	 Z = ∇XY 1

� ����������
 �� ��2������  ���2���2�
 �� ��� �(�

��� *�������� 
��������1 ,��	 ������
 �� *�� �
��
' I����

>���2�����'
����		�	��

' ���
���1

� &��������� 
�������� (M, g) (�
 �� �� ��� ������ ����������
∇g = ∇�� = ∇(�)' ��		� �(� ��2�9��2��� ����������1
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��		�����	� �	� ��
�

�
 �
�	���
�

�
∏

p,q � ���������� ���� Tp �� Tq∏
p,q

: Tp → Tq


� �(�� v ∈ Tp ���	 
 w =
∏

p,q(v) ∈ Tq

� ���� 	����� �
�����(�
� !��-��� ���*��� 
����
 �� ���*(!����* �����
 ��
���*��� �����
 !��-��� ��!������ �����
 !� ����*�����* �	��* � ���2� γp,q
���������* p -��( q1

� d� ���J�����
 Γijk(p) ��F���� ���  �O���*
∏
1

� 3����� O�	 X �	��* γ -��( X (t + �t) =
∏

γ(t),γ(t+�t) X (t)1 N� 
��
2����� O�	 
 {X (t) | t} �	��* γ ��� ����		�	 -��( ��
���� �� �(�
����������

∏
1 %���		�	 ����
����1
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��%�
��	� ��
�%���%�� ∇

∇ �  �)����������� �� � 2����� O�	 Y �� �(�  �������� �� ����(�� 2����� O�	 
X ' ���	 ��* � 2����� O�	 Z = ∇XY 1

∇ : V (M)× V (M)→ V (M)

%��������
 ∇ 
(��	 (�2� �

∇f�X�+f�X�Y = f�∇X�Y + f�∇X�Y

∇X (Y� + Y�) = ∇XY� +∇XY�

∇X (fY ) = f∇XY + (Xf )Y

������ ���!�������
 �� ��2������  ���2���2�
 �
 � ��2������  ���2���2�
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3����
 8�
� ��
�

�
 �� � ��
%�

3����� O�	 Y ∈ V (M) �
 ∇9����		�	 �� � ���2� γ(t) �

∀t,∀X ∈ V (M), ∇γ̇(t)Y = �
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��������� �	 ��D�
�	���
 ������
�

���2�
 γ �� (M,∇) 
��( �(��

∀t, ∇γ̇(t)γ̇(t) = �
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F7	� ���
��	��� ������ �	� G�� ��		�����	

�� *�����	' 
������ � ����������>��2������ ∇ !� D� ���J�����
 �

∇∂i∂j = Γkij∂k , ∀i , j , k ∈ {�, ...,D}

(M,∇)' θ � ���� ����� 
�
���1

θ �
 �� �J�� ���� ����� 
�
��� �) �

� 3����� O�	 
 {∂i = ∂
∂θi
} ��� ����		�	 �� M

� CF��2�	��� �� ∀i , j , ∇∂i∂j = �

� CF��2�	��� �� ∀i , j , k , Γkij = � ��(��
��)�	 
��!�	
�

N(�� �(��� �8�
�
 �� �J�� ���� ����� 
�
��� ��� (M,∇)' -� 
�� �(�� M �

I��1
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���
�� ��		�����	 � ,�����
 ���� �� ��%� ��%��� ��		�����	

∇LC = ∇(&)

��2�� (M, g)' �(��� �8�
�
 � ���F�� ������ ����������' �(� ��2�9��2���
���������� �

� Γkij =
∂i gjk+∂j gkj−∂kgij

�

� �� -� (�2� g(∇(�)
∂i

∂j , ∂k ) = Γkij 1

� %���		�	 ����
���� �� ���*��� 2�����
 ���
��2�
 �(� ����� ��� ���1

� "(������� ��*	�
 ��� ����' (��������( 6����		�	 ����
����7
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F�����
�

�
 ��'��	���
�

N ⊂ M �� (M,N) �
 ��������		�	 �

� %������� �� �(� ���*��� !�� 	� TN

∀X ,Y ∈ TN, ∇XY ∈ TN

� %���		�	 �∇�9����
���� �� ���*��� 2�����
 ��� N ��� ���*��� 2�����
 �� N1

� ������ �� 6(�����	���
7 ��  �)�������	 *�������

� '�� 
� 
3�� ���������� ��� �������
�� 	�	��� θ4 �5��$

��� ��

� 
3�� 	��	�
�� �� θ ∈ R

D 0
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��D�
�	���
 ������
�� ��
����
�� � ,����
�
Manifold M

Riemannian manifold
metric tensor g (inner product)

(angle, orthogonality)
(M, g)

connection
∏

covariant derivatives ∇∏⇔ ∇
parallel transport

(flatness, autoparallel)
(M,∇)

Levi-Civita connection
∇LC = ∇(g) (coefficients Γk

ij)
geodesics preserves 〈·, ·〉
ρ(P,Q) metric distance

(shortest paths)

g
∏
,∇

Differential structure (M, g,∇)

Dual connections (M, g,∇,∇∗)
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� �7	� ��		�����	�
� "-� �J�� ����������


∏
�� 
∏∗ ��� ��2������  ���2���2�
 ∇ �� ∇∗�

� %������� �� ����� ��� ��� �

〈X ,Y 〉g = 〈
∏

X ,

∗∏
Y 〉g

� &��������� *������� �
∏

=
∏∗

γ

(M, g,∇,∇∗)

X

Y

∏∗
Y ∏

X

〈X,Y 〉g = 〈∏X,
∏∗

Y 〉g
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���

� �7	� ��		�����	� � e ��		�����	 �	� m ��		�����	
C8��������	 e9*�� �
��
 �� ��8���� m9*�� �
��
 ��� ���!�!�	���  ��
����
 �

γm(p, q, α) : r(x , α) = αp(x) + (�− α)q(x)

γe(p, q, α) : 	�* r(x , α) = αp(x) + (�− α)q(x) − F (t)

∇(e)
γ̇e

γ̇e(t) = �, ∇(m)
γ̇m

γ̇m(t) = �

p

q
γm

γe

�	�� !�� ��� &��������� I�� � e9I�� �� m9I��1
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���

� α �7	� ��		�����	�

α ∈ R, ∇(α) =
�+ α

�
∇+

�− α

�
∇∗

� ∇ = ∇e �� ∇m

� +��		�9����	� �J�� ����������
 � ∇(α) �� ∇(−α)

� α = � � ∇(�) = ∇+∇∗
� = ∇��' ��2�9��2��� ������ ���������� �
�	�9 ��	

∇(�) = ∇(�)∗�
� �9*������� �
 &��������� *������� ������ ���2� !�� ��� ��� �
�������

���

���
�
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���

� G�� �
�����	�
 ���
��	��� �������

� θ9 �� η9���� ����� 
�
���


� ������	  ���2���2�
 � ∂i =
∂
∂θi

' ∂i = ∂
∂ηi

� 〈∂i , ∂j 〉 = δij �!����(�*���	 ���� ����� 
�
���
�

� ������9����	� ���������� �

X 〈Y ,Z 〉 = 〈∇XY ,Z 〉+ 〈Y ,∇∗
XZ 〉

� Γijk(θ) = Γ∗ijk(η) = �

"(�
 �
 ��� � 2����*� �2�� �(� &��������� �∇LC � 
�������� � ��� �
��
 ���
���-� �� �	�
� ���� -��( �(� �J�� ���� ����� 
�
���
1 ���� 
�*����
 ��
���(�� �(� θ9 �� η9���� ����� 
�
���
1
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���

� G�� ��	���
�� �
�� � ��	%�& ��	����	 F
��������	 *������� �� ��� !� 
�����	� ���2�8 ��  �)�������!	� ���2�8
�������� F 1

� %�������	 ��������
 � F �� ��*�� �� ���2�8 ���H�*��� G = F ∗

� +��	 ���� ����� 
�
���
 � θ = ∇F ∗(η) �� η = ∇F (θ)1

� ������ ���
�� g � -������ �F��2�	���	� �
��* �(� �-� ���� ����� 
�
���
 �

gij(θ) =
∂�

∂θi∂θj
F (θ), g ij (η) =

∂�

∂ηi∂ηj
G (η)

� +�2��*���� ���� ,���*G
 ���F��	��� �� ���2�8 ���H�*���
 �

D(P : Q) = F (θ(P)) + F ∗(η(Q)) − 〈θ(P), η(Q)〉

"(�
 �
 � :��*���  �2��*���� ��  �
*��
� 9 �� 111

� �8��������	 ����	� � p(x |θ) = �8�(〈θ, x〉 − F (θ))
"������	�*� � FB����	��� ��������' GB��*���2� �������
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������
� �	����� �
�� � ����	���
 ��	����	

F � 
�����	� ���2�8 ��������	 ��������

gij =
∂�F

∂i∂j

Γ
(α)
ijk =

�− α

�

∂�F

∂i∂j∂k

+��		� ����	� ±α9����������
 ��J�� ���
���9����' E���
� 4�R5' �LL?� �

∀X ,Y ,Z ∈ V (M), Xg(Y ,Z ) = g(∇(α)
X Y ,Z ) + g(Y ,∇(α)

X Z )

���2����� � κ = �−α�

� ��� (���� α = ±�⇔ κ = �' I���
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�
� ������ ���� ���
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�
����	 ��%�
��	���

DF (p : q) = F (p)− F (q)− 〈p − q,∇F (q)〉
���	� �
111

� 
F���� C��	� ���  �
����� � F (x) = 〈x , x〉' �� 
F���� ��(�	���!�

F (x) = x�Qx ���	� 
��������  �2��*����
�

� ��8��� � � E�		!���9���!	��  �2��*���� � F (x) =
∑

i xi 	�* xi − xi
�
(����� ������������'

���(p : q) =
∑
i

(
pi 	�*

pi
qi

+ qi − pi

)

� F (x) = −∑i 	�* xi �:��* ������������' �������9
����  �2��*���� �

��(p : q) =
∑
i

(
pi
qi
− 	�*

pi
qi
− �

)

� �� ���� ��(��
 .
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�
����	 ��%�
��	�� � ������
�� �	��
�
������	 ���

%�������	 �������� F ' *���( �	�� F : (x ,F (x))1

DF (p : q) = F (p)− F (q)− 〈p − q,∇F (q)〉
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�
����	 ��%�
��	�� � ������
�� �	��
�
������	 ����

%�������	 �������� f ' *���( �	�� F : (x , f (x))1

Bf (p||q) = f (p)− f (q)− (p − q)f ′(q)

F

X
pq

p̂

q̂

Hq

Bf (p||q)

Bf (.||q) � 2������	  �
����� !��-��� �(� (�����	��� Hq ���*��� �� F �� 	���� 
����� q̂' �� �(� ����
	��� (�����	��� �� p̂1
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�
����	 ��%�
��	�� � ������
�� �	��
�
������	 �����
:��*���  �2��*���� �� ���( ����*��	


B(θ� : θ�) = F (θ�)− F (θ�)− 〈θ� − θ�,∇F (θ�)〉, ���

=

∫ θ�

θ�

〈∇F (t)−∇F (θ�),�t〉, ���

=

∫ η�

η�

〈∇F ∗(t)−∇F ∗(η�),�t〉, �=�

= B∗(η� : η�) �?�

θ

η = ∇F (θ)

θ2 θ1

η2

η1
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���
 �
����	 ��%�
��	��� ; ��	�	���
 ��%�
��	�� 9"(:
��� P �� Q !�	��*��* �� �(� 
��� �8��������	 ����	��
5

��(P : Q) = EP

[
	�*

p(x)

q(x)

]
≥ �

= BF (θQ : θP) = BF∗(ηP : ηQ)

= F (θQ) + F ∗(ηP )− 〈θQ , ηP〉
= AF (θQ : ηP) = AF∗(ηP : θQ)

-��( θQ �������	 ����������;������ �� ηP = EP [t(X )] = ∇F (θP) �������
����������;������1

��(P : Q) =

∫
p(x) 	�*

�

q(x)
�x︸ ︷︷ ︸

H×(P:Q)

−
∫

p(x) 	�*
�

p(x)
�x︸ ︷︷ ︸

H(p)=H×(P:P)


(����� ���

9������� �� ������� �� C� 4=?5 �

H×(P : Q) = F (θQ)− 〈θQ ,∇F (θP)〉 − EP [k(x)]

H(P) = F (θP)− 〈θP ,∇F (θP)〉 − EP [k(x)]

H(P) = −F ∗(ηP)− EP [k(x)]
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���� �������
� �� ��$����
%������ &��$%��'
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��&���� �	�
��� ���&#	��

D� �����
������ ������;����� ���!	�� �A����
G
 �������	� ���
��8���� �*�������� �

��8
p

H(p) =
∑
x

p(x) 	�*
�

p(x)

∑
x

p(x)ti (x) = mi , ∀i ∈ {�, ...,D}

p(x) ≥ �, ∀x ∈ {�, ..., n}∑
x

p(x) = �

� ��8���;��* � �����2� �������� �H� 
�!H��� �� 	����� ���
������


� ���2�8 ������;����� ���!	��1

�© ���� ���	
 ��
��
	 ��$�',	� ������



F ��
� ��	�
�
 �����	� ��
 ��&#	�

��2�� � ����� q' O� �(� �	�
�
�  �
���!����� -(��( 
���O�
 �(� 	�����
���
������
 �

���
p

��(p : q) =
∑
x

p(x) 	�*
p(x)

q(x)

∑
x

p(x)ti (x) = mi , ∀i ∈ {�, ...,D}

p(x) ≥ �, ∀x ∈ {�, ..., n}∑
x

p(x) = �

→ +
"���� ������� � �� q = �
n 4 � � ������� �����
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F	 �

���
����	���
prior q

p∗ = minp KL(p : q) m-flat

e-projection

affine subspace
induced by
constraints
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F	�
���� ��
����	 � �&��	�	���
 ����
��� -

D
��* ��*���*� ��	���	���
 θ -��( t(x) = (t�(x), ..., tD (x)) �

p(x) =
�

Z (θ)
�8� (〈θ, t(x)〉) q(x)

111 !�� ��*���*� ��	���	���
 �
��		� ��� �� �8�	���� ����1

� ��������	 �8��������	 ����	��
 � �8�(〈θ, t(x)〉 − F (θ) + k(x))

� %���� q *�2�
 �(� ������� ���
��� q(x) = ek(x)

� Z (θ) �
 �(� �����	�;��

� ��		� ��!!
  �
���!�����' ��8-�		9:�	�;����  �
���!����� �� 
����
����	
���(����
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F ��� �&���
� ��
 ��&#	�

� #  �
���!����� p -��( 
������ R (�
 E[X ] = = �� E[X �] = ��1 N(��(
 �
���!����� 
(��	 -� �(��
� ��� p 0

� t(x) = (x , x�)  �O��
 �(� ���2������ ���

��� ����	� ��  �
���!�����
1

� 
� -� �(��
� p ∼ N(μ = =, σ = �)

�� *�����	 ��� 
� ��
� �� -� ��� *�2�� E [X k ] ��� k > �111 ���F����

 !�� ��
�	�
� ����111
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F	����
 �	�������
 �
���

#�� ��(��  �
���!����� p 	= p∗ 
���
����* �(� ���
������
 �
 
��( �(��
��(p : q) > ��(p∗ : q)1
���
� �� �(�  �)������ ��(p : q)−��(p∗ : q) �

=
∑
x

p(x) 	�*
p(x)

q(x)
−
∑
x

p∗(x) 	�*
p∗(x)
q(x)

...

=
∑
x

p(x) 	�*
p(x)

q(x)
−
∑
x

p(x) 	�*
p∗(x)
q(x)

=
∑
x

p(x) 	�*
p(x)

p∗(x)
= ��(p : p∗) > �

��� 
����
� ��

���� � ��(p : q) = ��(p : p∗) +��(p∗ : q)
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F	 �

���
����	 �� ��&#	� 5��� �
��
 q(x)���
prior q

p∗ = minp KL(p : q) m-flat

e-projection

affine subspace
induced by
constraints

KL(p : q) = KL(p : p∗) + KL(p∗ : q)

m-geodesic

p

KL(p : q)

KL(p : p∗)

KL(p∗ : q)

%��(�*���
G �(�����111
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�������	� �	��
�����	 �
�A�����	� ����
�

� %��H��� �(� ����� q ���� A = {p | Ep[ti (x)] = mi , ∀i ∈ {�, ...,D}}1 ���
Ai = {p | Ep[ti (x)] = mi}

� ��� t = � �� p� = q

� &����� ����	 ���2��*���� �-��(�� � �(��
(�	 � �
pt+� = �9���H������ �� pt ���� Lt �� D

� �+ ���H������ ��
� � ��� θi 
��( �(�� F 
=i (θi) = mi ���� �8���	�' �
��*
	��� 
����(�
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���
�� �
�	� ���
��� �� �	��
�����	 �
�A�����	�

q
p∗ A1

A2
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�(� ����������� ���)������
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*
�A�����	� � e �
�A�����	 �	� m �
�A�����	

∇(e) = ∇(�), ∇(m) = ∇(−�)

� e9���H������ q �
 ���5�� �� M ⊆ S �
 m9I�� �� ������;�
 �(�
m9 �2��*���� ��( F : p)1

� m9���H������ q �
 ���5�� �� M ⊆ S �
 e9I�� �� ������;�
 �(�
e9 �2��*���� ��(p : F )1

E� �� ��2��
� E� ��� α9 �2��*����
 ��� α = ±�111
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��# �� ��	 .� � �	��
�����	 �
�A�����	

� C�������	  �
���!����� � pe(x) =
�
n

∑
i δ(x − xi)1

� pe �
 �!
�	���	� ���������
 -��( ��
���� �� pθ(x)

�����(pe(x) : pθ(x)) =

∫
pe(x) 	�* pe(x)�x −

∫
pe(x) 	�* pθ(x)�x

= ���−H(pe)− Epe [	�* pθ(x)]

≡ ��8
�

n

∑
δ(x − xi) 	�* pθ(x)

= ��8
�

n

∑
i

	�* pθ(xi ) = ��C
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��� 
���
����� ��	����	

l(θ;X ) =
�

n

n∑
i=�

	�* p(xi |θ) = 〈	�* p(x |θ)〉pe

C�������	  �
���!����� � pe(X ) = �
n

∑n
i=� δ(X − X (i))

+62 1 m����)������ ���� pe �� � � ����
 	���
����
�

P

{Pθ = p(x|θ)}θ

P̂ (η = η̂ = 1
n

∑
i t(xi))

observed point

Space of probability distributions

m-projection

pe
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1����� �	� ��
%�� �&��	�	���
 ����
���

P(θ) �� �8��������	 ����	�

� ��
�� C�
 � ��8 
��� ���������
 θ = (θ����, θ	
��

��)1 "(��
Pθ����(θ	
��

��) �
 � ��
�� �8��������	 ����	�1 ��� 
�����O� C�
 -��(
���9�� �� C� ��
� �� (�� 	� �	*����(����		� ���*�� ���

� ���2� C�
 � C(γ) ⊆ P(θ) ��!�  � �� P(θ)1 C8���	� �
{N(μ, μ�) | μ ∈ R} �
 ��!�  � ���� {N(μ, σ�)}1
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��# ��
 ��
%�� �&��	�	���
 ����
���

C������ H(θ) = −Eθ[	�* p(x |θ)] = F (θ)− 〈θ,∇F (θ)〉 = −F ∗(η) �-(��
k(x) = �' ��(��-�
� �  −E [k(x)]�1

D(p(η̂) : p(γ)) = −H(η̂)− �

n
	�* L(γ)

��8
γ

L(γ) ≡ ���
γ

D(p(η̂) : p(γ))

γ̂ �	 � � m����)������ �� � � ��	��$
���� ����� ���� η��������
�� η̂�
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�

���
����	 � ��# ��
 ��
%�� �&��	�	���
 ����
���

observed point
(η̂ = 1

n

∑n
i=1 t(xi))

MLE

curved exponential family

γ̂ = minγ KL(p(η̂) : p(γ))

m-projection
Fisher

orthogonal

����������� 	�

' 
����
����	 ���2�����1
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,���
����	� � ��&��
� ����
 �	�� � ��	�
� �����	�	� 9(<:
m9���H������ �� �(� ��8���� �� �	 m ���� �(� e9I�� ��8��������	 ����	�
������	 � � :�
� 
��*	�  �
���!����� �(�� �����8�����
 �� �8��������	 ����	�
��8���� �
 ���� !� �����* �(� ������ �� ��

 �� �(� ������ ���������
 �
η̄ =
∑

i wiηi 1

m =
∑

i wipF (x|θi)

p∗ = pF (x|θ∗)

p = pF (x|θ)

e-flat MF

P p∗ = argminKL(m : p)

KL(m : p) = KL(p∗ : p) + KL(m : p∗)

m-geodesic

e-geodesic
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.�

'��� ���'
�
 ��%�
��	�� �	� +����
 �	��
�����	

��(θ +Δθ : θ) ≈ �

�
θ�I (θ)θ

111 
F���� ��(�	���!�
 �� ��� 	���		� !� (�	� 
F���� ��(�	���!�
  �
�����
��� �(� ��
(�� ����������� �����81

gij(θ�) =
∂�

∂θi∂θj

∣∣∣∣
θ=θ�

��(P(θ)‖P(θ�))

"(�
 (�	 
 ��� f 9 �2��*����

∫
p(x)f (q(x)p(x))�ν(x) ��(�� ���	� �


E�		!���9���!	��  �2��*����� �  �2��*���� �� ����* � ������ �����������	 ��
��
(�� ����������� �%��� ���1
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F�����%� ,��		�	B04	�� %�
��� 	�	 ������%� =��

�� �	�
�����

� �  ���2� �
(�����9&K����

H(P × Q) = H(P) + H(Q)

� ���9�  ���2� �"
�		�
� Tq(X ) = �
q−�(�−

∑
i p

q
i )

Tq(X × Y ) = Tq(X ) + Tq(Y ) + (�− q)Tq(X )Tq(Y )

� :��( ��� !� ���O� -��( 
(����9�����	 4=@5 �9��������� ����	� ��
��������


� 
(����9�����	 ��������
' ���

9��������
 �� ��	���2� ��������
 ��� ���-�
�� �	�
� 9���� ��� �8��������	 ����	��
1
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*�
� � � ,����
�

� ��
(�� ����������� �����K�9&�� 	�-�� !��� � $ 
�J������ ��L���

� +�)�������	 *������� �� ����	����� 
����
 �
� 3��
�����	 ��	����� �4	�����
�� *0/&� % g(θ) = I (θ)
�  �������	����� �	

����	
 ��	����� �*05&6��*07&6�� ��
�	�� )�����
8��	��� % (M , g ,∇(α),∇(−α))� 	� (M , g ,T )

�  ������9�� ��
��	�� ��	� � �	��
���� ��
���	
 F �
� ��
	
���� �������
��
�:������
 �������
����

� C8(��
��2��� � :��*���  �2��*����
B��������	  �2��*����
 ��  ��		� I��

����


� ��8���� ������� �������	� �
(����� ������� $ �8��������	 ����	��
�

� �����������9*�������� ���H������
 � ��C ���� ��������	  �
���!�����'
��C �� ���2� �8��������	 ����	��
' �� �� ��8���� 
���	�O������1

�© ���� ���	
 ��
��
	 ���	��������	 (��-
����	 �������



���� �� 	 �
�������� * 
����
�� �������
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�
��� �����
���
 
�%��5 �� ����������	�
 ������
� ����

� "(��� ��
����( ����� 
 �

*� ��������� 	
�������
 %
;	�	
	�< ����
��� ��
���� ���

�
� ������ ��������������� �	� ��	$�����
(������

=� ��������� ��������� %
�	����
���� ��������� ������ 	� ����������� ��	����� �
�� �	�#<����� >

/� ������	����	
 ����
��� ���	��� ��	������ %
���������� �	����$��� �������	
�� �
���:�����
�� �����$
→ �������� 	� ?	�	�	�����  ��� )
������ �? )�

� 
(�-��
��* 	�!�����
 ��� �� 
���-��� �
� �+)� ������������	
���
	�

+�	����� 3���	�� �������	�����
��
���
������
� +��
� ���������
��������
�
��
�	�����
)����� �����������
�
��������
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http://www.cgal.org/
http://geometryfactory.com/
https://project.inria.fr/gudhi/
http://www.ayasdi.com/


"����� �� %��
�����
+�����������
 �������� 	
(������ �������� ��� ���


,�
����� ����
�$��
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#��
����	 ��
��	�
�� 3�
�	�� ����
���
P = {P�, ...,Pn} � n  �
����� ����� �����
���	 �� C��	� ��� 
���� E

d

V (Pi) = {X : DE (Pi ,X ) ≤ DE (Pj ,X ), ∀j 	= i}
7������ ��
��
� = ��

 ����
�" V (Pi)8	 ��� � ��� �
��	
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3�
�	�� ����
��� �
�� '������
� �	� ∩ ��
�������

9�	�����	
��(P ,Q) = {X : DE (P ,X ) = DE (Q,X )}

→ ���  �����

��	 �� C��	� ��� *�������
3������ ��		
 �
 (�	�
���� �����
������
 �

V (Pi) = {X : DE (Pi ,X ) ≤ DE (Pj ,X ), ∀j 	= i} = ∩n
i=���

+(Pi ,Pj)

DE (P ,Q) = ‖θ(P)− θ(Q)‖� =
√∑d

i=�(θi (P)− θi (Q))�

θ(P) = p � �����
��� ���� ����� 
�
��� -��( θj(Pi ) = p
(j)
i 1

⇒ ���� ���	�������
 �� 3�����S  ��*���
 � ���
��	 *��-�('
�� �!���>F�����;�����' ��	���	� ���������
> �����*' ������ �	�����*' ���1
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3�
�	�� ����
��� �	� ���� ��
��	�� ����
����
 ����
�&

� 2���� 	� ��� ��������' �
" ��� 
��
� �����*�	�����' ���

� 3������ $  ��	 -�

��
� ���
���

����
→ ���9 �*������� ����� 
�� B �� (d + �) �����
 ��9
�(�����	

� +��	��� � 3������ k9���� ⇔ +�	����� (d − k)9
���	�8

� :�
����� ��(P ,Q) ����������

� ⊥ �� 
�*���� [PQ]
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3�
�	�� ; ��
��	�� � ����
�&��� �	� �
��
�����

� ���!��������	 ����	�8��� � Θ(n�
d
� �) �→ F�� ����� �� =+�

����(� ��� �����
 �� �(� ������ ���2� � t �→ (t, t�, .., td )

� ���
�������� � Θ(n 	�* n + n�
d
� �)' ������	

� 
��� ������9
��
���2� �	*����(�
 !��111

� Ω(n 	�* n + f )' ��� ��� �����

 �������	��	���$� 

����� �	1
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*���
����	 ������ � @���

�	� ��/"?� 9�H: ; 0�� ��/(H� 9(I:

:���( �� ��.������

���������� ��� ��	 �� 	�
��	���	1

� ��
(�� ����������� �����8 ����9 �*������� ��
���2�  �O����� ��� !� �
� 
�
 � �
����(� ��
������� �
���� �
���� g 1

� +�
����� !��-��� �-� ����	�����
 �� �8� !� θ� �� θ� � &���������
 �
����� ������� 	��*�(�

���
� ���	�������
 �� 
����
���
 �

� ��
(��9/���		��*9&�� ��/&� *�� �
��  �
����� �
� �� �

		���
���� �
��� �(� �	�
�
� ����	����� �� � *�2�� 
�� �� ����	�����


� D
� �� ��	�	 �� 	������
��� ���		 2��
�
 �	�������2� (����(�
�
�' ��-��
�� � ��
� � P(��H��� H�|H� �
 ��	
�)
→  �O�� 
������
 �� ����	����� 
����
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0��E� �����	�� ��/(H$ �	�
������ '� @���

�	� �/"? 9�H:�

� ��O����
���	 
F���� 	��*�( �	����� �

�s� =
∑
i ,j

gij(θ)�θi�θj = �θT I (θ)�θ

� ��� �
�� ��  �
����� ���  
�� �� �"�
����
� �

��

�� �

ρ(p(x ; θ�), p(x ; θ�)) = ���
θ(s)

θ(�)=θ�
θ(�)=θ�

∫ �

�

√(
�θ

�s

)T

I (θ)
�θ

�s
�s

*
�8	 ��	�
��� ��� %���� �� �
�	������� ��� ��
��$
��
�� ����

	

� # 2����*�
 � ������ �������� �� ρ T ���� ���	
 ��  �)�������	
*������� 4=5 � &��������� ��*>C8� ���*���>������	 ������*
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#&�
�	��� ����������	�
 ������
� �	 ��	��	� �
�	��

� "��
�� g = Q(x) � �  �O��
 
����( ����� ��� ���
〈p, q〉x = (p − q)�Q(x)(p − q) �(�� �� ���
 � �����  �
����� �
dx(p, q) = ‖p − q‖x =

√
(p − q)�Q(x)(p − q)

� ��(�	���!�
 ������  �
����� �� ���*��� �	���
 �

ΔΣ(X�,X�) =
√

(μ� − μ�)�Σ−�(μ� − μ�) =
√

Δμ�Σ−�Δμ

� �(�	�
��  ������
����� Σ = LL�

Δ(X�,X�) = DE (L
−�μ�, L

−�μ�)

� �� �� ���*��� �	���
 B �����
�� (� �� ����
����� �����
 x ′ ← L−�x 1
��������� 2
 ��������� ����
 4��5
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����
�	�'�� 3�
�	�� ����
��� �	 ��	��	� �
�	�� ��&�
�	����

�� 
����
���
' ��2������� �����8 Σ ������� ��� !��( �����

���� ��  ����
���
��������� 	�

���

⇔

+��	 
�������� ≡ ���
������� +�	����� �����*�	�����
⇒ 7����� �������		��
�7 �������� ��(�	�
��  ������
������
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0����		��	 ��	���
�� � ������ �� �J��%�
�	� ����
� K

���� �5��$

��� �� �	
 �� (����!�	�� *������� �

� (������

 �*�� ��� 2�
��	�;����� 
���� -� ��� ���
��� ��*	�
� 2��
�

�����������

 �������������		�9����� 	� ��� *�� �
��
� �� �	
1

� ���2��� 
������
���� �� ��(�� �� �	
 �� (����!�	�� *������� � %������K
 �
�' ����� (�	� 
����' (����!�	�� ' 9�
��
�� (���
�(���' ���1
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0����		��	 *��	��
4 ���� ���
�� ��	��
 ���	��
��
�

→ ����� �
� �� /���� �������� ���������
' ���-��� ������* ���!�  ��*
����
�' ���1
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0����		��	 .
��	 ���� ���
�� ��	��
 �	�	 ��	��
��
�

� �������� � ��� 6��������* 
����7 
���� *�� �
��
 ��� 
����*(� 	���

�*����


� E	��� �
 �	
� �������

 
� � � ������ �
� -� ��� ������� ����
	�����
���� �� !��� �� �(� ���*���

� ��� �
��
 ��

��* �(���*( O �� �(� %������K  �
� ��� 
����*(� �
� -� ���
������� ����
	����� ���� �� !��� �� �(� ���*���
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@���
'�
�� 3�
�	�� ����
��� 9"H$ (?:

�� ��!������  ����
���' Hd

� �� E	���  �
�' �(� (����!�	�� 3������  ��*��� ������
 �� � �
�����

3�� 7������ ��
��
�' �� � �
����� ����� ��
��
� -��( �J�����
�	�����* �	*����(� 4R51

� �(�� ���2��� �� ��(�� �� �	
 �� (����!�	�� *������� � %������K  �
�'
����� (�	� 
����' (����!�	�� ' 9�
��
�� (���
�(���' ���1

� (������

 �*�� ��� 2�
��	�;������ 2��
�
 �����������

 �*�� ���
��������*� �� �	
1
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@���
'�
�� 3�
�	�� ����
��� 9"H$ (?:

/����!�	�� 3������  ��*��� �� E	���  �
� B �	���� ��-��  ��*���1
%�-��  �
����� �

‖x − p‖� − wp

→ �  ���2�	� -��*(�� �� ����� 3������ B �� ����� ��
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@���
'�
�� 3�
�	�� ����
��� 9"H$ (?:
� ������ �� �	
 �� �(� �!
����� (����!�	�� *�������

������������	
����
��
�����������������
��
 �� ���1 2� ���
#�� 
����
��� �� ������������	 �������� �
���G�?�
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https://www.youtube.com/watch?v=i9IUzNxeH4o


(������ �������� �� ���

�
���� ����������� ��������
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���

� G�� ����� ��	��
�����	 �
�� ��	%�& ��	����	� F
� ���2�8 �� 
�����	�  �)�������!	� �������� F (θ) � ���
 �

��*�� ��9����(�	 ���2�8 ���H�*��� F ∗(η) �

F ∗(η) = 
��
θ
(θ�η − F (θ)), ∇F (θ) = η = (∇F ∗)−�(θ)

� ,���*G
 ���F��	��� *�2�
 ��
� �� �
�����

 ��$������� 4�L5 �

F (θ) + F ∗(η′) ≥ θ�η′ ⇒ AF ,F∗(θ, η′) = F (θ) + F ∗(η′)− θ�η′

� N�����* �
��* 	���
� �������
�� 	�	���' *��  ��	 9����
�
��$�������	 �

BF (θp : θq) = F (θp)− F (θq)− (θp − θq)
�∇F (θq)

= BF∗(ηq : ηp) = AF ,F∗(θp , ηq) = AF∗,F (ηq : θp)

�  ��	 �J�� ���� ����� 
�
���
 -��( *�� �
��
 6
����*(�7 �

η = ∇F (θ)⇔ θ = ∇F ∗(η)1 "��
�� g(θ) = g∗(η)
�© ���� ���	
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���
 ��%�
��	��B�
����	 ���
 '������
� 9I$ "!$ "L:
:��*��� 
� � ����������� !�
�����
 ��	��� !� ���2�8  ��	��� �

��F (θ�, θ�) = {θ ∈ Θ |BF (θ : θ�) = BF (θ : θ�)}
��F∗(η�, η�) = {η ∈ H |BF∗(η : η�) = BF∗(η : η�)}

&�*(�9
� � !�
����� � → θ9(�����	���' η9(����
������

HF (p, q) = {x ∈ X | BF (x : p ) = BF (x : q )}.

HF : 〈∇F (p)−∇F (q), x〉 + (F (p)− F (q) + 〈q,∇F (q)〉 − 〈p,∇F (p)〉) = �

����9
� � !�
����� � → θ9(����
������' η9(�����	���

H ′
F (p, q) = {x ∈ X | BF ( p : x) = BF ( q : x)}

H ′
F : 〈∇F (x), q − p〉+ F (p)− F (q) = �

 �����

�� 1 
����
�


�
 	���
����
� �� �����	��� d − �
�© ���� ���	
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��
	 ��1����# 2�� .�+ ��"��
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3����
�6�	� �
����	 '������
� �	 θ �	� η ���
��	���
�������

%����	 ���� �����
 θ +��	 ���� �����
 η
������	 ���������
 �8��������� ���������


p

q
Source Space: Itakura-Saito

p(0.52977081,0.72041688) q(0.85824458,0.29083834)

D(p,q)=0.66969016  D(q,p)=0.44835617

p’

q’

Gradient Space: Itakura-Saito dual

p’(-1.88760873,-1.38808518) q’(-1.16516903,-3.43833618)

D*(p’,q’)=0.44835617  D*(q’,p’)=0.66969016

��(P ,Q) �� ��∗(P ,Q) ��� !� �8���

� �� ���(�� θ/η ���� ����� 
�
���
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����� �� ������� 	 �-��-�
������� ���!��� d-�������
��� (d + �)-������
���� �����

��������
 ���������
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,���� �� �
����	 ����
�� �	� �
����	 '�

� 9I:

+��	 
� � :��*��� !�		
 �!��� ��* :��*��� 
�(���
� �

����rF (c , r) = {x ∈ X | BF (x : c) ≤ r}
����lF (c , r) = {x ∈ X | BF (c : x) ≤ r}

��*�� ��  ��	��� �

����lF (c , r) = (∇F )−�(����rF∗(∇F (c), r))

�		�
������� ��� �������9
����  �2��*����' F (x) = − 	�* x
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��	�
�
�6�� 
�5 �� ����	�� �	� ��	�
�
�6�� *������
��E
����
��

� ������	�;� 	�- �� ��
���
 � θB��*	� �� � �� Q !� �(� ∇9*�� �
�� γPQ
-��( �(� ∇∗9*�� �
�� γ∗QR

D(P : R) = D(P : Q) + D(Q : R)− ‖γ̇PQ‖‖γ̇∗QR‖ ��
(θ)︸ ︷︷ ︸
〈θP−θQ ,ηR−ηQ〉

� C��	� ��� 	�- �� ��
���
 -(�� D = BF ��� F = �
�x

�x �

‖−→PR‖� = ‖−→PQ‖� + ‖−→QR‖� − �‖−→PQ‖‖−→QR‖ ��
 θ
� ������	�;� %��(�*���
G �(����� -(�� θ = π

� �

D(P : R) = D(P : Q) + D(Q : R)

������ �� �(��� �(�� ��
 θ = �' �(�� �
 〈θP − θQ , ηR − ηQ〉 = �
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,���� �� �
����	 ����
�� � �����	� ��� 9I:

F : x �→ x̂ = (x ,F (x))' (����
������ �� R
d+�' ��������	 ��������

Hp � "��*��� (�����	��� �� p̂' z = Hp(x) = 〈x − p,∇F (p)〉+ F (p)

� :��*��� 
�(��� σ −→ σ̂ -��( 
��������* (�����	���
Hσ : z = 〈x − c ,∇F (c)〉 + F (c) + r 1
�>> �� Hc �� 
(���� 2������		� !� r�
σ̂ = F ∩ Hσ1

� �����
������ �� ��� (�����	��� H -��( F ���H���
 ���� X �
 � :��*���

�(��� �

H : z = 〈x , a〉+ b → σ : ����F (c = (∇F )−�(a), r = 〈a, c〉 − F (c) + b)
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�����	�B*�
�
��� � *���	���
 ��	����	 �
��� F
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,���� �� �
����	 ����
�� � F
��
������ ���
������	� 9I:

� 3�����9�(��2������
  ����
��� �3�9 ��� �
 d + � ��� �(� �	�

 ��
:��*��� !�		
1

� D����>�����
������ �� :��*��� d 9
�(���
 ���� �����
���������	
(d + �)9��	����� 4@5

� *
���

 
"�	 �� �-� :��*��� !�		
 �
 ��  �����

�� � #��	�������
 ��
�����
� ���*(!�� 
����( ����
 	��� :��*��� !�		 ����
 �� :��*���
2����*� ����� ����
 4?=51
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�
����	 �
�&����� ���� ��
����
�� 9(":
3����*� ����� ����
 � ��������� 
���� ����� ��* �� :��*��� !�		


%�����������* 
���� -��( �����
������ �� E�		!���9���!	�� !�		

→ �J����� �����
� ���*(!��� F�����
 �� ����������� 
����
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F��
������	 � ������� 	�
�����
 ���� 9"?$ ((:

"� � (�����	��� Hσ = H(a, b) : z = 〈a, x〉 + b �� R
d+�' �����
��� 
 � !�		

σ = ����(c , r) �� R
d -��( ������ c = ∇F ∗(a) �� �� ��
 �

r = 〈a, c〉 − F (c) + b = 〈a,∇F ∗(a)〉 − F (∇F ∗(a)) + b = F ∗(a) + b


���� F (∇F ∗(a)) = 〈∇F ∗(a), a〉 − F ∗(a) �,���* �F��	����


C: � ��� (�	�
���� H(a, b)− : z ≤ 〈a, x〉+ b �(�� �������
 �		 	���� �����
 �

���
a,b

r = F ∗(a) + b,

∀i ∈ {�, ..., n}, 〈a, xi 〉+ b − F (xi ) ≥ �

→ (��$�" �����
� �(�� ��� 
���
� ���5�

��� ���	��
���	
F (θ) = F ∗(η) = �

�x
�x � �% → :�
��
��� �����
����� �U%� 4�?5 �
� ��


3�1 &�


�	� ���
�	��� �


 �	�� 
	 
 �������$� �� &7+ ;<=>
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,��

��� �
����	 �	�
���	� '�

� 9(($ !/:

#
����� � ?� ����(P, l)1
c� ← ��

�� ��	�
�� � �
�	� �	 P V
��� i = � �� l − � ��

��  �!��
�� �
�"�  !
� ci �!�� BF

si ← ������nj=�BF (ci : pj)V

�� ��#��
 ��
 �
"�
!� ��$% 
" ��
 η&�
'�
"� [ci , psi ]η

ci+� ← ∇F−�(∇F (ci )# �
i+�
∇F (psi )) V

���

�� (
��!" ��
 )*�� ���!
������
"

������ ����(cl , rl = BF (cl : X )) V

θ9' η9*�� �
�� 
�*����
 ��  ��		� I�� *�������1

�© ���� ���	
 ��
��
	 ��1����# 2�� .�+ ��%(��
 �� �(�
�
� �������



,��

��� �	�
���	� '�

� � ��
� ���� 9((:
����9
�� C ⊆ S � �!�(S) ≤ �!�(C) ≤ (�+ ε)�!�(S)

�8��� � E�		!���9���!	�� �������9
����
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�������� �
�������� 5
� �
����	 ��%�
��	��� 9I:

���	���� �����
�������� �� :��*��� 
�(���
>!�		
 � ���
� �� d + � 
������
�����
 �� �(� !��� ���

� @	 x ��	��� � � 9����
� �


 ������ �� d + � 	������ �����	 �

�	������(x ; p�, ..., pd ) =

∣∣∣∣∣∣
� ... � �
p� ... pd x

F (p�) ... F (pd ) F (x)

∣∣∣∣∣∣
� 
�*� �� � (d + �)× (d + �) �����8  ����������

� �	������(x ; p�, ..., pd ) �
 ��*���2�' ��		 �� ��
���2�  ���� ��* �� -(��(��
x 	��
 ��
� �' ��' �� ���
� � σ1
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,��

��� �	�
���	� '�

 �	 0����		��	 ��	���
�� 9":

c = a#M
t b � ����� γ(t) �� �(� *�� �
�� 	��� 
�*���� [ab] -�� � 
��( �(��

ρM(a, c) = t × ρM(a, b) �-��( ρM �(� ������  �
����� �� ������	 M�

#
����� � A� +

�

c� ← ��

�� ��	�
�� � �
�	� �	 P V
��� i = � �� l ��

��  �!��
�� �
�"�  !
� ci

si ← ������nj=�ρ(ci , pj)V

�� ��#��
 ��
 �
"�
!� ��$% 
" ��
 '

#
��� $�"
 �
'�
"�

[ci , psi ]

ci+� ← ci#
M

�
i+�

psi V

���

�� (
��!" ��
 )*� ���!
������
"

������ :�		(cl , rl = ρ(cl ,P)) V
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C�!�  � *�� �
�� +�	����� �����*�	�����
T����� :��*��� !�		


+�	����� C8��������	 +�	1 /�		��*��9	��� +�	1

� ����� :��*��� 
�(��� ��������'

� *�� �
�� �����*	�
 � ��!�  � +�	�����1
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���

� �
�����	�
 �
����	 3�
�	�� ; =
��	��
����	�
P� ����� 3������  ��*��� �
 ������ ���	�� �� +�	����� �����*�	����� �
3������ k9���� ⊥ +�	����� d − k9����

��(P ,Q) ⊥ γ∗(P ,Q)

γ(P ,Q) ⊥ ��∗(P ,Q)
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�������� �������� 	 %$���
����������#����� �� ���

"������� ����� �$������ ���
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�������	 ���������� �����	�$ �F* 
�
� �	� �
�'�'�
��� ��
�

�
 Pe

� ��8���� p(x) =
∑

i wipi (x)1 /
	% 1 (

		��� x N(��( ��������� 0

� %���� ���!�!�	����
 � wi = P(X ∼ Pi) > � �-��(
∑n

i=� wi = ��

� ��� ������	 ���!�!�	����
 � P(X = x |X ∼ Pi)1

P(X = x) =
n∑

i=�

P(X ∼ Pi )P(X = x |X ∼ Pi ) =
n∑

i=�

wiP(X |Pi)

� :�
� ��	� B ��8����  !���
����� ���!�!�	��� ��#%� ��	� �

���(x) = ������i∈{�,...,n} wipi(x)

-(��� pi(x) = P(X = x |X ∼ Pi ) ��� �(� ��� ������	 ���!�!�	����
1

� ��� w� = w� =
�
� ' ���!�!�	��� �� �����

Pe =
�
�

∫
���(p�(x), p�(x))�x ≤ �

�

∫
p�(x)

αp�(x)
�−α�x ' ��� α ∈ (�, �)1

:�
� �8������ α∗
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#

�
 �&��	�	� ��
 �&��	�	���
 ����
��� � ���
��� #+⇔��

� 2"�������

 �
��
��	 (�2� O����  ����
����	 
�J����� 
����
���
 � →
&� ��� n  ��� �� D 
����
���
1

∀x ∈ X , P(x |θ) = �8�(θ�t(x)− F (θ) + k(x))

F (·) � 	�*9�����	�;��>����	���>��������� ��������' k(x) � ��8�	���� ����
��� ������� ���
���1

� ��8���� 	���	�(�� �
������� ���C� � ∇F (θ̂) = �
n

∑
i t(Xi) = η̂

� 9�)������ ������� �"�������

 �
��
��	 
�� 9����
� ��$�������	 �

	�* p(x |θ) = −BF∗(t(x) : η) + F ∗(t(x)) + k(x)

C8��������	 ����	��
 ��� 	�*9�����2�
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������
� �� ��� '��� �

�
 �&��	�	�

P� �(� �8��������	 ����	� ������	 ' ( ����. α����3����� 4M5 �

cα(Pθ� : Pθ�) =

∫
pαθ�

(x)p�−α
θ�

(x)�μ(x) = �8�(−J(α)F (θ� : θ�))


��- A��
��  �2��*���� 4�R5 �� �(� ������	 ���������
 �

B
(α)
�

(θ� : θ�) = α'(θ�) + (?− α)'(θ�)− '(θ
(α)
��

)

�(����) ����������� B 9����
� ��$������� ��� �"�������

 �
��
��	 �

C (Pθ� : Pθ�) = B(θ� : θ
(α∗)
�� ) = B(θ� : θ

(α∗)
�� )

��� ��* !�
� ����� �8������ α∗ 0
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������
� �� ��� '��� �

�
 �&��	�	� � '�	�
� ���������� 9!":

( ����. ��	��������� P∗ �

P∗ = Pθ∗��
= Ge(P�,P�) ∩ ��m(P�,P�)

e9*�� �
�� �

Ge(P�,P�) =
{
E
(λ)
�� | θ(E (λ)

�� ) = (�− λ)θ� + λθ�, λ ∈ [�, �]
}
,

m9!�
����� �

��m(P�,P�) :
{
P | F (θ�)− F (θ�) + η(P)�Δθ = �

}
,

P�����	 ������	 ��������� �� P∗ �

θ∗ = θ
(α∗)
�� = �����	θ∈ΘB(θ� : θ) = �����	θ∈ΘB(θ� : θ).

→ �	�
� 9���� ��� �� ��9� ����	�' �� �J����� !�
������ 
����(1
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������
� �� ��� '��� �

�
 �&��	�	� � '�	�
� ����������

P∗ = Pθ∗��
= Ge(P�,P�) ∩ ��m(P�,P�)

pθ1

pθ2

pθ∗
12

m-bisector

e-geodesic Ge(Pθ1 , Pθ2)

η-coordinate system

Pθ∗
12

C(θ1 : θ2) = B(θ1 : θ∗12)

Bim(Pθ1 , Pθ2)

:����� /����(�
�
 "�
���* � Pe !��� � �
��* :��*���  �2��*���� !��-���
�(����)  �
���!����� �� �	�

9��� ������	  �
���!�����
1
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+
�������� ��� /�������
0���� ����������
 ��$�����
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=�� �����
���	 �
��� �� α ��%�
��	���
��� α ∈ R 	= ±�' α9 �2��*����
 4L5 �� ��
���2� �����
 4��5 �

� Dα(p : q)
��
=

d∑
i=�

?

�− α�

(
�− α

�
pi +

�+ α

�
qi − (pi)

�−α
� (qi )

�+α
�

)
-��(

Dα(p : q) = D−α(q : p) �� �� �(� 	���� ��
�
 D−�(p : q) = ��(p : q)
�� D�(p : q) = ��(q : p)' -(��� �� �
 �(� �8��� � E�		!���W���!	��

 �2��*���� ��(p : q)
��
=
∑d

i=� p
i 	�* pi

qi
+ qi − pi

� α9 �2��*����
 !�	��* �� �(� �	�

 �� �
�
;<� f 9 �2��*����


If (p : q)
��
=
∑d

i=� q
i f
(
pi

qi

)
-��( �(� ��		�-��* *�������� �

f (t) =

⎧⎨
⎩

�
�−α�

(
�− t(�+α)/�

)
, �" α 	= ±�,

t 	� t, �" α = �,
− 	� t, �" α = −�

����������� ������������
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*������
��E ����
�� ��
 α ��%�
��	��� 9�L:

D
� ∇(α) �� ∇(−α)  ��		� ����	� ����������
 -��( ��
���� �� g 1

Xg(Y ,Z ) = g(∇(α)
X ,Z ) + g(Y ,∇(−α)

X Z )

γ
(α)
PQ ⊥ γ

(−α)
QR

Dα(P : Q) = Dα(P : Q) + Dα(Q : R)− κDα(P : Q)Dα(Q : R)

���2����� κ = α�−�
� 1
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��&�� ��%�
��	��� 9(!:

+�O�� �� �(��� ���������
 p' q �� r �

Mλ(p : q : r)
��
= λD(p : q) + (�− λ)D(q : r)

��� λ ∈ [�, �]1

��8�  �2��*����
 ���	� � �

� �(� 	���� ��$�������	 ��� λ ∈ {�, �}'
� �(� 	���������� �����(����� �����  �2��*���� ��� λ = �

� ' �� 
��-

�������;� ��� λ 	= �

� 1
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,�����
�6�	� α ��%�
��	���

Sα(p, q) =
�

�
(Dα(p : q) + Dα(q : p)) = S−α(p, q),

= M �
�
(p : q : p),

��� α = ±�' -� *�� (�	� �� A�)���
  �2��*���� �

S±�(p, q) =
�

�

d∑
i=�

(pi − qi) 	�*
pi

qi

� ������� 
 ��� 
�������;� α9 �2��*���� �
��		� ��� �� �	�
� ����1

� /�- �� ������� ������9!�
� �	�
�����* -��(��� �	�
� ���� ������� 
 0
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C�D
��� ������%� ��	�
��� 9!!:

� A�)���
  �2��*���� �
 
�������;� α = ±�  �2��*����
1

� "(� A�)���
 ��
���2� ������� c = (c�, ..., cd ) �� � 
�� {h�, ..., hn} �� n
-��*(�� ��
���2� (�
��*���
 -��( d !��
 ��� !� ��	��	��� 
���������9-�
� �8���	� �
��* �(� ���!��� W ���	���� �������� �

c i =
ai

W
(

ai

g i e
)

-(��� ai =
∑n

j=� πjh
i
j  �����
 �(� ���� �����9-�
� ����(����� -��*(�� 

����
 �� g i =
∏n

j=�(h
i
j )
πj �(� ���� �����9-�
� *�������� -��*(�� 

����
1

� "(� ���!��� ���	���� �������� W 4�5 ���
���2� !����(� �
  �O�� !�
W (x)eW (x) = x ��� x ≥ �1

� → A�)���
 k9����
 �	�
�����* 1 :�� ��� α 	= �' (�- �� �	�
��� 0
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��&�� α ��%�
��	���Bα C�D
��� ������
�6�� ��%�
��	��

� ��8� α9 �2��*���� !��-��� � (�
��*��� x �� ��� (�
��*���
 p �� q �

Mλ,α(p : x : q) = λDα(p : x) + (�− λ)Dα(x : q),

= λD−α(x : p) + (�− λ)D−α(q : x),

= M�−λ,−α(q : x : p),

� α9A�)���
 
�������;�  �2��*���� �
 �!����� ��� λ = �
� �

Sα(p, q) = M �
� ,α

(q : p : q) = M �
� ,α

(p : q : p)

� 
��- 
�������;� α9 �2��*���� �
  �O�� !� �

Sλ,α(p : q) = λDα(p : q) + (�− λ)Dα(q : p)
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��&�� ��%�
��	�� '���� k ���	� �
����
�	�
k  �
����� 
�� 
 ���� �(�  ���
�� -��( li = ri 1

@����� N��*(�� (�
��*��� 
�� H'  �2��*���� D(·, ·)' ����*�� k > �' ���	
λ ∈ [�, �] V

������	�;� 	���9
� � >��*(�9
� � 
�� 
 C = {(li , ri )}ki=�V

����
�
>>#

�*�����

��� i = �, �, ..., k ��
Ci ← {h ∈ H : i = ��* ���j Mλ(lj : h : rj )}V

���

>> +��	9
� � ������� ��	�������

��� i = �, �, ..., k ��
ri ← ��* ���x D(Ci : x) =

∑
h∈Ci wjD(h : x)V

li ← ��* ���x D(x : Ci) =
∑

h∈Ci wjD(x : h)V

���

����
 ����
�

��
V
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��&�� α ��
� �
����
�	� � �����H$ k $ λ$ α�

@����� N��*(�� (�
��*��� 
�� H' ����*�� k > �' ���	 λ ∈ [�, �]' ���	 α ∈ R V

��� C = {(li , ri )}ki=� ← �#�(H, k , λ, α)V

����
�
>>#

�*�����

��� i = �, �, ..., k ��
Ai ← {h ∈ H : i = ��* ���j Mλ,α(lj : h : rj)}V

���

>> ������� ��	�������

��� i = �, �, ..., k ��

ri ←
(∑

h∈Ai
wih

�−α
�

) �
�−α

V

li ←
(∑

h∈Ai
wih

�+α
�

) �
�+α

V

���

����
 ����
�

��
V
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����
�� k ���	�MM α ,����	�

#
����� � C� ��8� α9
�� ��* V �#��H' k ' λ' α�

@����� N��*(�� (�
��*��� 
�� H' ����*�� k ≥ �' ���	 λ ∈ [�, �]' ���	 α ∈ R V

��� C ← hj -��( ������� ���!�!�	��� V

��� i = �, =, ..., k ��
%��� �� ��� �� (�
��*��� h ∈ H -��( ���!�!�	��� �

πH(h)
��
=

whMλ,α(ch : h : ch)∑
y∈H wyMλ,α(cy : y : cy )

, ���

>>-(��� (ch, ch)
��
= ��* ���(z ,z)∈C Mλ,α(z : h : z)V

C ← C ∪ {(h, h)}V
���

D������ 
�� �� ������	 �	�
��� ������
 C V
→ ��������� ���!�!�	�
��� !��� 1 A�
� ��� �� ������	�;� . �� ������� 
�����������
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���
	�	� ��� � F ������
�� ��
� �
����
�	� %��5���	�

����� �(� ���������
 �� � ��8���� m(x) =
∑k

i=� wip(x |θi)
��8���;� �(� ����
��� �
�
 
�%�
� ���B�	�
�����* �!H����2� ��������

��8
W ,Λ

lc(W ,Λ) =
n∑

i=�

k∑
j=�

zi ,j 	�*(wjp(xi |θj))

= ��8
Λ

n∑
i=�

k
��8
j=�

	�*(wjp(xi |θj))

≡ ���
W ,Λ

n∑
i=�

k
���
j=�

Dj(xi ) ,

-(��� cj = (wj , θj) ��
�	��� ���������� �� Dj(xi ) = − 	�* p(xi |θj)− 	�*wj

��� �������

 ��	�
����
�%� ��������	1

����(�� �����( �� ���( �	�
��� �  �)����� ����	� �� ���!�!�	���  �
���!�����
1
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��	�
�
�6�� k ��# ��
 
��
	�	� ����������
 ��&��
��
�� �	9!�
� �	�
�����* � #

�*����� �� �����
 �� �	�
���
 �

Dwj ,θj ,Fj
(x) = − 	�* pFj

(x ; θj )− 	�*wj

k9���C �

�1 ������	�;� -��*(� W ∈ Δk �� ����	� ���� (F�, ...,Fk ) ��� ���( �	�
���

�1 
�	2� ���Λ
∑

i ���j Dj(xi ) ���������
	�� �
�	������ ��� W O8� � -��(
��������	 ��������
 � Dj(xi) = − 	�* pFj

(xi |θj)− 	�*wj

=1 &�
$� �
��
� ����	 ��8���;��* �(� ��C �� ���( �	�
��� Cj !� �(��
��*
�(� ���������� ����	� ��  �
���!�����
 Fj = F (γj) �(�� ���	 
 �(� !�
�
	���	�(�� � ���F�=F (γ�),...,Fk=F (γk )∈F (γ)

∑
i ���j Dwj ,θj ,Fj

(xi)1

∀l , γl = ��8j F
∗
j (η̂l =

�
nl

∑
x∈Cl tj(x)) +

�
nl

∑
x∈Cl k(x)1

?1 E��
�� ���� � W �
 �(� �	�
��� ����� ����������

�1 "�
� ��� ���2��*���� �� *� �� 
��� �� ��(��-�
�1

+��-!��� B !��
� ' ���9���
�
���� �
�������  �� �� 3������ 
������
����������1
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+�������� f -����������� ���
������� f 	 "�����
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If (X� : X�) =

∫
x�(x)f

(
x�(x)

x�(x)

)
�ν(x) ≥ �

���
 �� ��
 f  ��4
�*
	�
 ������� If (P : Q) +
	
����� f (u) 5��� f (�) = �

6���� 4�������	 7�
����8 �

�

∫ |p(x) − q(x)|�ν(x) �

�
|u − �|

%9���
� /
���	*
�
∫
(
√

p(x) − √
q(x))��ν(x) (

√
u − �)�

!
����	 χ�P
∫ (q(x)−p(x))�

p(x)
�ν(x) (u − �)�

�
#��	 χ�N
∫ (p(x)−q(x))�

q(x)
�ν(x)

(�−u)�

u

!
����	 :�-�� χk
P

∫ (q(x)−λp(x))k

pk−�(x)
�ν(x) (u − �)k

!
����	 :�-�� |χ|kP
∫ |q(x)−λp(x)|k

pk−�(x)
�ν(x) |u − �|k

;���"��
 )
�"�
�
∫
p(x) ��* p(x)

q(x)
�ν(x) − ��* u

�
4
��
 ;���"��
 )
�"�
�
∫
q(x) ��* q(x)

p(x)
�ν(x) u ��* u

α ��4
�*
	�
 �

�−α�
(� − ∫

p
�−α
� (x)q�+α(x)�ν(x)) �

�−α�
(� − u

�+α
� )

<
	�
	 %��		�	 �

�

∫
(p(x) ��* �p(x)

p(x)+q(x)
+ q(x) ��* �q(x)

p(x)+q(x)
)�ν(x) −(u + �) ��* �+u

�
+ u ��* u
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+� ����
� !�����* � ���� d !��
 �� k < d !��
 �

X = $k
i=�Ai

��� pA = (pi )A -��( pi =
∑

j∈Ai
pj 1

����������� ������������ �

D(p : q) ≥ D(pA : qA)

⇒ f 9 �2��*����
 ��� �(� ����  �2��*����
 ���
��2��* �(� �����������
������������1
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If (X� : X�) =
∞∑
k=�

f (k)(�)

k!
χk
P(X� : X�)

χk
P(X� : X�) =

∫
(x�(x) − x�(x))

k

x�(x)k−� �ν(x),

|χ|kP(X� : X�) =

∫ |x�(x)− x�(x)|k
x�(x)k−� �ν(x),

��� f 9 �2��*����
 ��� �(� *��������
 (u − �)k �� |u − �|k 1
� N(�� k = �' χ�

P(X� : X�) =
∫
(x�(x)− x�(x))�ν(x) = � ���2��

 �
���������2��' �� |χ�
P |(X�,X�) �
 �-��� �(� ����	 2��������  �
�����1

� χk
P �
 � 
�*��  �
�����
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pθ(x) = �8�(〈t(x), θ〉 − F (θ) + k(x)),

���
� �� ������	 ��������� 
���� Θ �J�� �	��� ��	�������	
�1

�
�(λ) : p(x |λ) = λxe−λ

x!
, λ > �, x ∈ {�, �, ...}



�I (μ) : p(x |μ) = (�π)−
d
� e−

�
� (x−μ)�(x−μ), μ ∈ R

d , x ∈ R
d

$���� θ Θ F (θ) k(x) t(x) ν

�
���
	 	�* λ R eθ − 	�* x! x νc
��
.%������	 μ R

d �
�θ

�θ d
� 	�* �π − �

�x
�x x νL
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"(� �
�*�� � χk
P  �
����� !��-��� ���!��
 X� ∼ EF (θ�) �� X� ∼ EF (θ�) ��

�(� 
��� �J�� �8��������	 ����	� �
 �k ∈ N� �	-��
 !��� � �� �F��	 �� �

χk
P(X� : X�) =

k∑
j=�

(−�)k−j

(
k

j

)
eF ((�−j)θ�+jθ�)

e(�−j)F (θ�)+jF (θ�)

��� %��

��>�����	  �
���!�����
' -� *�� �	�
� 9���� �����	� �

χk
P(λ� : λ�) =

k∑
j=�

(−�)k−j

(
k

j

)
eλ

�−j
� λj

�−((�−j)λ�+jλ�),

χk
P(μ� : μ�) =

k∑
j=�

(−�)k−j

(
k

j

)
e

�
� j(j−�)(μ�−μ�)�(μ�−μ�).

�© ���� ���	
 ��
��
	 ���.��(���	* f  ��4
�*
	�
� �������



f  ��%�
��	��� � F	�
���� ��
��
� 9�<:
� λ = � ∈ �	�(�
�(f (i)))' f 9 �2��*���� �"(����� � �� 4?5� �

∣∣∣∣∣If (X� : X�)−
s∑

k=�

f (k)(�)

k!
χk
P(X� : X�)

∣∣∣∣∣
≤ �

(s + �)!
‖f (s+�)‖∞(M −m)s ,

-(��� ‖f (s+�)‖∞ = 
��t∈[m,M] |f (s+�)(t)| �� m ≤ p
q ≤ M1

� λ = � �-(���2�� � ∈ �	�(�
�(f (i)))� �� �J�� �8��������	 ����	��
'

���	�� �8���

��� �

If (X� : X�) =
∞∑
i=�

f (i)(�)

i !
I�−i ,i(θ� : θ�),

I�−i ,i(θ� : θ�) =
eF (iθ�+(�−i)θ�)

e iF (θ�)+(�−i)F (θ�)
.
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� �����	�� ��%�
��	���
%	�� �� �(� ���2�8 *�������� F 1

q p
p+q
2

B(p : q)

J(p, q)

tB(p : q)

F : (x, F (x))

(p, F (p))

(q, F (q))
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����	 ��%�
��	���
F � 
����( ���2�8 ��������' �(� *��������1

� 
��- A��
��  �2��*����
 �

J ′α(p : q) = αF (p) + (�− α)F (q) − F (αp + (�− α)q),

= (F (p)F (q))α − F ((pq)α),

-(��� (pq)γ = γp + (�− γ)q = q + γ(p − q) �� 
(F (p)F (q))γ = γF (p) + (�− γ)F (q) = F (q) + γ(F (p)− F (q))1

� :��*���  �2��*����
 �

B(p : q) = F (p)− F (q)− 〈p − q,∇F (q)〉,

	��
α→�

Jα(p : q) = B(p : q), 	��
α→�

Jα(p : q) = B(q : p)

� 
����
����	 
��-� :(�����(�����  �2��*���� �

����(p� : p�) = − 	�*

∫
p�(x)

αp�(x)
�−α�ν(x) = J ′α(θ� : θ�)

��� �8��������	 ����	��
 4�@51
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%���	����� ������;��
 � ��* ���c
∑n

i=� wiD(pi : c)

� �
���	 ��� ������9!�
� �	�
�����* �	*����(�
 �k9����
�

� ��� :��*���  �2��*����
 � cR =
∑

i wipi ���2������' ������ �� ��

�1
cL = (∇F )−�(

∑
i wi∇F (pi )) � f 9���� �	
� ��		� 

F��
�9����(����� ���� � f −�(
∑

i wi f (xi)) �(�� *�����	�;�
 ����(�����

f (x) = x ' (������� f (x) = �
x �� *�������� ����
 f (x) = 	�* x 1

� :��*��� �����������
∑n

i=� wiD(pi : c
R) = F (

∑
i wipi)−

∑
i wiF (pi )' �

A��
��  �2��
��� �� �81

� ��� A��
��  �2��*����
' �
� �����2�9���2�8 %���� ��� ����
c� =

∑
i wipi �� 
�	2�

∑
i wiJ

′
α(c : pi ) �

ct+� = (∇F )−�

(∑
i

wi∇F (αct + (�− α)pi )

)
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Quasi-arithmetic mean:
Mf(x1, ..., xn) = f−1(∑n

i=1
1
nf(xi))

Bregman divergence:
BF (p : q) = F (p)− F (q)− 〈p− q,∇F (q)〉

Probability:
pF (x|θ) = e〈t(x),θ〉−F (θ)+k(x)

pF (x|θ) = e−BF∗(t(x):∇F (θ))+F ∗(t(x))+k(x)

Convex F
⇔

f = ∇F Monotone increasing

Legendre
transform

Convexity

Distances

AggregatorsProbabilities
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��	��� 9�I:
��������	  �2��*����' ��������	 ������ ρ �

D ′(p : q) = ρ(p, q)D(p : q)

�	��
 �(� �X	� �� 6��*�	���;��7 4��5

��2������� !� �������� �� �(� �8�
 �� �(�  �
�*� 
����

��(p : q) =
B(p : q)√

�+ 〈∇F (q),∇F (q)〉 = ρB(q)B(p : q),

ρB(q) =
�√

�+ 〈∇F (q),∇F (q)〉 .

��� �8���	�' ����	 
F���� C��	� ���  �2��*���� �

tE (p, q) =
�

�

〈p − q, p − q〉√
�+ 〈q, q〉 .
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 ���5 C�	��	 ��%�
��	��� 9"<:

��(p : q) = ρB(q)B(p : q), ρB(q) =

√
�

�+ 〈∇F (q),∇F (q)〉

�&α(p : q) = ρJ(p, q)Jα(p : q), ρJ(p, q) =

√√√√ �

�+ (F (p)−F (q))�

〈p−q,p−q〉

A��
��9
(�����  �2��*����' 
F���� ���� �
 � ������ �

&�(p, q) =
�

�

d∑
i=�

pi 	�*
�pi

pi + qi
+

�

�

d∑
i=�

qi 	�*
�qi

pi + qi

:�� �(� 
F���� ���� �� �(� ����	 A��
��9
(�����  �2��*���� �
 ��� � ������1
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If (P : Q) =
∫
p(x)f

(
( q(x)p(x)

)
dν(x)

BF (P : Q) = F (P )− F (Q)− 〈P −Q,∇F (Q)〉

tBF (P : Q) = BF (P :Q)√
1+‖∇F (Q)‖2

CD,g(P : Q) = g(Q)D(P : Q)

BF,g(P : Q;W ) = WBF

(
P
Q : Q

W

)
Dv(P : Q) = D(v(P ) : v(Q))

v-Divergence Dv

total Bregman divergence tB(· : ·) Bregman divergence BF (· : ·)

conformal divergence CD,g(· : ·)

Csiszár f -divergence If (· : ·)

scaled Bregman divergence BF (· : ·; ·)

scaled conformal divergence CD,g(· : ·; ·)

Dissimilarity measure

Divergence
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� ��������9
��	� ����	��
' 
�(�����	 �����	' 
�������� ��
���2�  �O����
�������
 → (����!�	�� *�������1

� /����!�	�� *������� � �� �J�� ���
��������
 �� E	���  �
�

� 
���� �� 
�(���
 ��  ��		� �J�� ���������� *�������

� 
���(���� *������� ��� �(��������;��* �(� !�
� ����� �8������ �� :���

�����

� ��������	  �2��*����
 � ����	 :��*���>����	 A��
��  �2��*����


� �	�
�����* �
��* ���� �� ������� 
 ��� �	�
���
 �
��* ��8�  �2��*����
 ���

�������;� �	�(�  �2��*����


� �������* 
����
���	 ��8����
 ��8���;��* �(� ����	��� 	���	�(�� �
 �

�F����� �� *�������� �	�
�����* ���!	��
 � k9���C

� �� 
����( �� �	�
� 9���� 
�	�����
 � A�)���
 ������� �
��* ���!��� W
��������' f 9 �2��*���� �����8������� ��� �J�� �8��������	 ����	��
1
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���!�����
'
!�� ��- *������� �� 6��������� 
����
7 �� *�����	 ��������
'  ������

�
���
' ���1�

� ��
(��9&�� &��������� *������� (�
 ����� *�� �
��
 ��� �� �	�
� ����

� +��	 ����������
 ����	� -��( ������ (�
  ��	 *�� �
��
 
����*(� ��
!����(�*���	 �J�� ���� ����� 
�
���


� :��*���  �2��*����
 ��� ��������	  �2��*����
 ��  ��		� I�� 
����


� �
�
;<� f 9 �2��*����
 ���
��2� ����������� ������������ �� �� ���
	���		� ��
(�� ���
�� ������ *�������1

� #	*����(�  �
�*�
 ��� ����� !�
� �� ����������� ���H������
1
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���	� ���
��������
 %��5���

Model M

Parameter θ

Configuration space Θ

Super-model M+

Point Pθ

Space {Pθ|θ ∈ Θ}

Geometry G

Geometry embedding G+

coordinate-based (biased) coordinate-free!

Structure Structure
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O��	��� �	��
�����	 ������
� ��	� O�=�

� U������ 
����
 �  ��
��� �������
 B /�������� ��
���2� 
���9 �O����
�������
 �� ���� ����� �A�(� 2�� �������' �L�@�

� # *�����	�;����� �� ���!�!�	��� �(���� ��	�

���	 ���!�!�	���B ��*���	
�������
B���������2� �������
�

� 
�2���	 U������ ��
(�� ����������� ������
 4?R5

� U������ ��� �� -�	�
 ��  �O��  �
����� !��-��� *���(
 �
���	��� ��
�	�

���	 ��������
 4��5�

� U������ 3������  ��*���
 4=�5

� ���1
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������
? ��7�8 @���A���? �����

%��	 ���� >���� �	� /������ ��*��
��

������� �� �
���	����
 ���	�����
0'���� B	�4
����# !�
��? �����

$��� >�	����	 �	� ���	
 ��
��
	�

0	 �((��'�����	* ��
 =�
��		��	 � �
	�
��
��	
������
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