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Le cours de Maurice Fréchet a I''HP pendant I'hiver 1939, borne de
Frechet -Darmois , densités distinguées et géométrie de l'information

* En 1943, deux ans avant C. R Rao, Maurice Fréchet publie un article faisant
référence a son cours pendant I'hiver 1939 a I''HP, dans lequel il introduit la borne
qui a été improprement appelée par la suite borne de Cramer -Rao. L'article traite
du cas a une variable, mais son collegue Georges Darmois publie la version a
plusieurs variables en 1945. Il serait donc plus juste d'appeler cette borne la borne
de Fréchet-Darmois. Au-dela de la découverte de cette borne, Fréchet a
également étudié les "densités distinguées" (cas ou la borne est atteinte), en
vérifiant les relations lites a la transformée de Clairaut -Legendre . Cette
transformée de Clairaut -Legendre constitue un des fondements de la structure
fondamentale de l'actuelle "géométrie de l'information”, dont Fréchet a entrouvert
la porte, en montrant que l'inverse de la matrice de Fisher est la hessienne d'une
fonction . Ces résultats n'‘ont été stabilisés mathématiqguement que dans les années
1950 par Jean-Louis Koszul, doctorant d'Henri Cartan, étudiant la géométrie des
cOnes convexes salllants associes a des domaines bornés symétriques
homogénes, développant ainsi l'idée séminale d'Elie Cartan .
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Maurice Fr ® ¢ hWirted X939 IHP lecture, Fréechet -Darmois bound ,
distinguished densities and Information Geometry

“ In 1943, two years before C. R Rao, Maurice Fréchet published a paper making
reference to his 1939 winter IHP lecture, in which he introduced the bound which
was improperly named Cramer -Rao bound . The paper deals with the monovariate
case, but his colleague Georges Darmois published the multivariate version in
1945. It would therefore be more accurate to name this bound the Fréchet-
Darmois bound . Beyond the discovery of this bound, Fréchet studied also
odi sti ngwinsh dahse svbere the bound is reached), verifying relations
related to Clairaut -Legendre transform. This Clairaut -Legendre transform
constitutes a bedrock of the nowadays o0l nf or mad d ment fuydamental
structure, of which Fréchet half-opened the door, by showing that the inverse of
the Fisher matrix is the Hessian of a function . These results were only recovered
mathematically = during the 1950s by Jean-Louis Koszul, PhD student of Henri
Cartan , studying geometry of sharp convex cones associated to homogeneous
symmetric bounded domains, developing seminal idea of Elie Cartan .
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Les elements aléatoires de nature quelconque
dans un espace distancié

Les éléments
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* Maurice Frechet de 1930 a 1949 et contacts avec C.R. Rao & R. Fisher
' Les éléements aléatoires de nature  quelconque dans un espace distancié

* Transport Optimal: Distance de Fréchet -Levy versus distance de
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Borne de Fréchet -Darmois -Cramer -Rao

1. INTRODUCTION

The Cramér-Rao inequality, which provides, under certain regularity
conditions, a lower bound for the variance of an estimator, is well known
to statisticians from the theory of estimation. Savage (1954, p. 238) has
recommended the name “information inequality” since results on the
inequality were given by Fréchet (1943) and Darmois (1945), as well as
by Rao (1945) and Cramér (1946a, 1946b). Various extensions have been
made by Barankin (1949, 1951), Bhattacharyya (1946b, 1947, 1948),
Chapman and Robbins (1951), Chernoff (1956, with an acknowledgment
to Charles Stein and Herman Rubin), Fraser and Guttman (1952),
Kicfer (1952), Seth (1949), Wolfowitz (1947).

We shall derive in theorem 2.1 an inequality for the discrimination
information that may be considered a generalization of the Cramér-Rao
or information inequality (using the name recommended by Savage).
[Cf. Kullback (1954).] Theorem 2.1 will play an important part in
subsequent applications to testing statistical hypotheses. We relate
theorem 2.1 (and its consequences) and the classical information inequality
of the theory of estimation in sections 5 and 6.

ales 2015 All rights reserved.

There is a sizeable literature on lower bounds for risks of es-
timates. The Cramér-Rao bound was proposed independently
by Cramér [1946] and Rao [1945]. It had been obtained earlier
by Fréchet [1943] and Darmois [1945]. In our account it follows
from considerations that involve only a pair of values of the
parameter points. For a formulation that uses weak derivatives
instead of strong ones, see Fabian and Hannan [1977). It should
be mentioned that Barankin [1949] gave a very general formu-
lation using the Riesz, or Hahn-Banach evaluation of norms for Fréchet
linear functionals.
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Mauri ce Fr®chet, papier de 1943 et

M. Fréchet, Sur l'extension de certaines evaluations statistiqgues au cas de petits échantillons,

Revue de I'Institut International de

Co
TH

SUR L'EXTENSION DE CERTAINES EVALUATIONS
STATISTIQUES AU CAS DE PETITS ECHANTILLONS

par Maurice Fréchet.

Introduction.

Ce mémoire *) est consacré i l'extension au cas de petits échantillons de
la méthode de détermination empirique d’'un paramétre basée sur le principe de
la moindre dispersion et & sa comparaison avec les méthodes basées sur le principe
de la valeur dominante et sur celui de la plus grande plausibilité.

Si nous nous en étions tenus aux démonstrations, nous aurions pu abréger
sensiblement ce mémoire. Mais il nous a paru nécessaire d’entrer dans plus de
détails qu'on ne le fait généralement, afin de séparer plus nettement des déduc-
tions mathématiques, les hypothéses et les conventions sur lesquelles elles reposent
et dont le choix, aussi plausible que possible. n'a cependant rien de nécessaire.

Notations. — Soient X, X, .... X, n valeurs prises par une variable
aléatoire X au cours de » épreuves indépendantes. On se limitera, dans la suite,
au cas ot la loi de répartition de X peut s'exprimer par une probabilité élémentaire
4 dx et ol, de plus, la densité de probabilité 4 en un point # est une fonction d’une
forme connue f(x, #), dépendant d'un paramétre dont la valeur vraie f, est
inconnue.

On se propose d'évaluer 6, connaissant d’une part, la forme f(x, #) de & et,
dautre part, les résultats de » épreuves qui ont donné les valeurs numériques
oy Xy oo &0 3 Xy, X, ... Xy Sous cette forme stricte, le probléme ne peut
étre résolu par de simples déductions mathématiques.

11 s’agit donc de fixer certaines ions plausibles qui assi ont &
tout ,échantillon” de n valeurs x,, &, .... x, de X une valeur déterminée f,
laquelle sera prise comme valeur empirique de la valeur vraie 6, . # est donc une
certaine fonction convenablement choisie de Xy, Ky Kn
(1) t=Hu(z. .... ).

On voit que chaque échantillon détermine ¢, de sorte que
(2) To=H,(X,..... X,)

est une variable aléatoire dont chaque échantillon détermine une valeur, (Quand,
dans nos raisonnements, n sera fixe, nous écrirons, pour simplifier, & an lien
de Hy et T au lieu de Ty).

') Le contenu de ce mémoire a formé une partie de notre cours de statistique
mathématique 4 L'Institut Henri Poincaré pendant I'hiver 19389—1840, I1 constitue l'un
des chapitres du deuxiéme cahier (en préparation) de nos .Lecons de Statistique
Mathématique”, dont le premier cahler .Introduction: Exposé préliminaire de Caleul
des Probabilités” (119 pages in-quarte, dactylographiées) vient de paraitre au ..Centre
de Documentation Universitaire”, Tournois et Constans, Paris

Statistique, Vol. 11, No. 3/4 (1943), pp. 182-205

Manuscrit perdu du
| 6l nstitut Henr

') Le contenu de ce mémoire a formé une partie de notre cours de statistique
mathématique & l'Institut Henri Poincaré pendant I’hiver 1939—1940. I1 constitue l'un
des chapitres du deuxiéme cahier (en préparation) de nos .Lecons de Statistique

Mathématique”, dont le premier cahier .Introduction: Exposé préliminaire de Calcul
des Probabilités” (119 pages in-quarto, dactylographiées) vient de paraitre au ,.Centre
de Documentation Universitaire” Tournois et Constans, Paris,
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Georges Darmois, papier de 1945 (la version multivariée)

G. Darmois, « Surles limites de la dispersion de certaines estimations », Revue de l'Institut

International de Statistique, Vol. 13, No. 1/4 (1945), pp. 9 -15

SUR LES LIMITES
DE LA DISPERSION DE CERTAINES ESTIMATIONS

015 All rights reserved.
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par G. Darmois

Dans un mémoire intitulé: ,Sur I'extension de certaines évaluations statistiques au cas
de petits échantillons”'), M. Maurice Fréchet a étudié 'estimation, sur des échantillons
de taille quelconque, du paramétre unique 6.d'une loi de probabilité. La-variable aléatoire
Hy, (X1, X3 .--- X,) qui doit fournir une estimation de 6, connaissant I'échantillon
Xy, X .... X, ost assujettie 4 la condition que son espérance mathématique soit égale
4 inconnue @ (ou & une condition plus générale, que la différence E (H,) — @ soit
infiniment petite avec %)

Les résultats du mémoire de M. Fréchet peuvent é&tre étendus & un nombre queleonque
de paramétres, et certains d’entre eux au cas ol l'échantillon est constltué par des
résultats d’épreuves non indépendantes.

Nous ferons sur les lois de probabilité utilisées les mémes hypothéses, relatives & . . o ) .

Densités minimisantes, distinguées et quasi-distinguées, — M. Fréchet désigne ainsi les
l'existence des moments du second ordre, et & la POSﬁibilité d'applique? la 1'5810 de densités de probabilité telles quo, en supposunt les dpreuves indépendantes, I'inégalité (3)
dérivation d’une intégrale par rapport & un paramétre. devienne une égalité.

11 Conférence Fréchet 2023, IHP, Paris I I I A L E 5
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I Correspondance Maurice Fréchet/Ronald Fisher

: ' R. Fisher: Correspondance avec R.M. Frechet
(Institut Henri Poincare)

https:// digital.library.adelaide.edu.au/dspace/ha
ndle/2440/67683
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¢ ' Comme indiqué par M.  Armatte , il existe une

: Importante correspondance entre R.  Fisher et M.
Fréchet qui couvre la période aolt 1939-avril
1940.
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* Mission en Angleterre de Fréchet de la fin du
mois de janvier au mois de février 1940.

" These de C.R. Rao encadré par R. Fisher,

2 soutenue en 1948
Iiz Conférence Fréchet 2023, IHP, Paris
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Correspondance Maurice Fréchet/Ronald Fisher

M. Fréchet to Fisher: 20 February 1940
When you pointed my attention on the lines of your first paper on fiducial
statem., where you state that 7"is not fixed, I noted this fact. I have not seen a
similar warning in the paper which I quoted from Annals of Eugenics, ‘On the
fiducial arg.’. But since you say that when you wrote that second paper, you
intended to mean that in the fiducial probability, %, s as well as p. were not
fixed, I have to admit that you know better than I do what you intended to
mean,

Thereupon my question remains: on which ground are identified (or rather
equalized) the two concerned probabilities referring to the same event (one
particular inequality) but two different populations:

Paper on the fiducial
argument

Paper on inverse
probability

T random, @ fixed
T and 0 random

Xty « .+ - Xy vandom, pfixed

1st population
Xis « « « Xy and p random

2nd population

I mean, are those two probabilities equalized:

because it is obvious to you that they are equal?

or because it is a logical deduction of classical principles of Cal. of Prob.,
and then how?,

or because of the admission of a new principle and then which one?

or etc?

I thank you for the historical information which you gave me.

P.S. Trying to extend to small samples the second theorem of your paper: the
logic of inductive inference, I find that in order that the estimate

T = H(X,;, . .. X,) which gives 1/(nV) = i, should come from a function
H(xy, . . . x,) independent of 0, it is necessary that f should be of a special
form

f(x,0) = exp {ps(A(x)—0) + p(0) + g(x)}
[with] ., g, k arbitrary as long as they are such that?}’ dx = 1. And then
T = 2h(X,)/n. Among these functions fis for instance:

f(x,0) = (Vo V2m) exp {—(x—0)%/(207)} ,

more generally, f(x,8) = (1/o'V2m) h'(x) exp {—((x)—0)%(20%)} and so on.
(It had seemed necessary to admit that H(x,, . . . x,,) be independent of 6, to
get a rational theory of estimates).

Fisher to M. Fréchet: 26 February 1940

Thanks for your note of February 20th. I think logically the fiducial argament
proceeds in three stages, setting aside for the moment my usual cautions
about using the whole of the information.

1) A continuous distribution is found for 7" for samples of a given size
drawn from a population having parameter 8. 8 is then also a parameter of
this distribution of T.

2) A relation is established between the true value and any percentile point
T, of the distribution of T. We shall suppose that this also cstablishes a
univalent inverse relationship from which, given T}, 8 may be found. Itis then
true for all samples of the given size (or otherwise specified by ancillary
statistics) that the inequality T exceeds 8 will occur with given frequency when
Tand 0 are mutually related as defined above.

3) In these circumstances [ think it proper to refer to p as the fiducial
probability that 0 s less than T. This as it stands is a definition of the phrase
Siducial probability. I believe it is, properly speaking, a probability, measur-
ing as it does the relative frequency of one out of two or more well defined
outcomes of a well defined procedure, I think it may be described properly as
the admission of a new principle, if this phrase means, as [ suppose it does,
the thinking of a given situation in an unfamiliar way. Alternatively, I have no
objection to regarding stages 1} and 2) as logical deductions, and 3) as an
arbitrary definition. The definition is, however, a matter of choice and not a
matter of chance.

The outstanding difference from inverse probability lies in the population
of events of which the particular one, to which the probability refers, is
regarded as a member. In the case of inverse probability this population is
that of all samples of a given size, selected to have a given value for the
estimate 7', drawn by chance from a population which has itself been drawn
by chance from a super-population having a given specification in respect of
the distribution of the parameter 6. .

The population of events referred to in fiducial probability consists of all
samples of a given size drawn from any population defined by some value or
other, 8. It is obvious that the frequency of a given event in members of this
last population may be unequal to the frequency of the same event in the
population considered in the theory of inverse probability.

I hope this will do something to clear up this knotty problem.

Familles exponentielles

https:// diqgital.library.

adelaide.edu.au/dsp

ace/bitstream/2440/

10702/6/fras fre.pdf
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G. Darmofs fo Fisher: 20 August 1940

Je vous envoie quelques remarques sur le probleme du Nil et les résumés
exhaustifs, Ce que je dis aux pages 1 et 2 est fait depuis assez longtemps, j'y
avais réfléchi aprés votre passage i Paris et votre Conférence & la Saciété de
Biotypologie [CP 156]. Le reste provient de la lecture des pages que vous
m'avez envoyées. . . .

[Enclosure]

Probléme du Nil — Résumés exhaustifs

Le probléme du Nil se pose pour une loi de probabilité & deux (ou plusieurs)
variables, dépendant d'un (ou plusieurs) paramatres. Soit, pour fixer les idées
fxy,0) d(xy). 1l faut voir si une fonction convenablement choisie X(xy) a une
loi de probabilité indépendante de 8, Bien entendu, on peut construire tout
de suite toutes les lois ayant cette propriété, 1l suffit de prendre
A(XYX By(Y,0)dY
A(X) étant la diversité de probabilité marginale de X, indépendante de 6,
B,(Y,0) est une fonction de X, Y, 6, qui est1a densité de probabilité lice de Y
quand X est fixé, Ces deux fonctions peuvent &tre les plus générales de leur
définition, 11 suffit ensuite de remplacer X par une fonetion arbitraire de xy, et
de remplacer ¥ par y, Dans ces conditions, les courbes X (xy) = C* limitent
des aires ot la probabilité totale est indépendante de 0.
1100 enyisage [ nformation quune telle for de

probal € peul apporier,
relativemnent au paramétre 6, on sait qu’on peut le représenter par:

2 3
i=E’EDa}ogf} :—E{ilogf}

o0

D'autre part un théoréme général relatif 4 une décomposition de 1a loi de
probabilité sous la forme

A(X0)X By(Y,0)dY

ol X et ¥ sont deux fonctions distinctes de £y, indigue que Pinformation i est
la somme de Pinformation qu‘on peut déduire de la loi marginale de X, et de
I'information qu’on peut déduire de In loi de probabilité liée de ¥.

On voit que, dans le cas du probléme du Nil, pour toute solution de ce
probléme, I'information totale est fournie par la seule loi de probabilité de ¥
quand X est connu (espérance mathématique dans la loi totale). La forme
générale de solution que nous avons donnée plus haut permet de former
aisément une infinité de solutions particuliéres. En voici une tréssimple:

L exp (- X2 X exp (— {¥ — m(X,0))%20%(X,8)) d.

1
Vix V2mo(X 8)

La loi liée est gaussienne si, pour simplifier encore, on suppose @ indépendant
de 8 ou aux

12 1 [amx))?
oL L o — X*)dX.
=7 L qzm[aa }e"p( max

On peut trouver des formes explicites de solufions par un procédé moins

Darmois /Ronald Fisher

Fisher to G. Darmois: 26 August 1940

L have been reading your letter of August 20th and its extremely interesting
enc_lusure. I am extremely sorry to hear of your accident with the automobile,
which must have been most troublesome, though, from your letter, T am glad

to see that you can now write perfectly.
With respect to your enaosura, of which 1 hope you have a copy, [ believe

it would be helpful as a matter of exposition to bring the size of the sample, let
us say u, into the foreground at an early stage. Thus for the amount of
information available on the average from a sample of n we have

i = E,{a(log /ya0)>

but after observing the ancillary statistic X the actual amount of information
which our sample contains may be more or less than this expectation, namely

E,, x{#(log )ia0)>.

Al this stage 1 think it is recognisable that the more general expectation is less
appropriate to our particular experience than the more limited expectation,
and that it was only by a thoughtless convention, or perhaps faute de mieux,
through our not having discovered the ancillary function X, that the general
expectation ever came to be adopted,

If the distribution of our estimate for given X still depends also on i, thenn
has been replaced by the pair of values n and X, Sometimes, as in the example
1 gave, and indeed not infrequently, X can be chosen so as to absorb
altogether, so that the knowledge of precision for which we formerly relied on
n is now supplied by X only,

In elementary work this occurs for example when a regression coefficient is
calculated by the familiar formula

b= S8{y(x — 2)}S(x - )%

For any set of samples having given values ¥, . . . X, it is easily shown that
if y is normally distributed with varfance v for each value of x, the sampling
variance of b is

viS(x — i)

b is normally distributed about the true regression B as mean, with this
variance.

From this it follows that if we extend our aggregate of samples to include all
having the same valud of $(x — £)? as we have observed, the same distribu-

https://digital.library.adelaide.
edu.au/dspace/bitstream/244
0/10702/4/darm_dem.pdf
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Information and the Accuracy Attainable in the
Estimation of Statistical Parameters

C Radhakrishna Rao
(Communicated by Mr. R C Bose-Received August 23, 1945

Introduction

The earliest method of estimation of statistical parameters is the method of least
squares due to Markoff. A set of observations whose expectations are linear
functions of a number of unknown parameters being given, the problem which
Markoff posed for solution is to find out a linear function of observations whose
expectation is an assigned linear function of the unknown parameters and whose
variance is a minimum. There is no assumption about the distribution of the
observations except that each has a finite variance.

A significant advance in the theory of estimation is due to Fisher (1921) who
introduced the concepts of consistency, efficiency and sufficiency of estimating
functions and advocated the use of the maximum likelihood method. The princi-
ple accepts as the estimate of an unknown parameter 0, in a probability function
@(0) of an assigned type, that function t(z1, ..., x,) of the sampled observations
which makes the probability density a maximum. The validity of this principle
arises from the fact that out of a large class of unbiased estimating functions fol-
lowing the normal distribution the function given by maximising the probability
density has the least variance. Even when the distribution of ¢ is not normal the
property of minimum variance tends to hold as the size of the sample is increased.

Radhakrishna Rao, papier de 1945 (2 ans apres le

the estimation of statistical par amet er s
Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, Vol.37, No.3, pp.81 091, 1945
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Harald Cramer, papier de 1946

Harald Cramér (1946): A contribution to the theory of statistical estimation, Scandinavian

Actuarial Journal , 1946:1, 85-94

A Contribution to the Theory of Statistical
Estimation.

By Harald Cramér (Stockholm).

1. The Estimation Problem.

- © Thales 2015 All rights reserved.

In problems of statistical estimation, we are concerned
with certain variables assumed to be random variables having
more or less unknown probability distributions, A number of
observed values of these variables are given, and it is required
to use these values to learn something about the unknown
distributions.

The classical theory of errors of observation deals with a
special group of problems of this type. In its modern, more ge-
neral form, the theory of statistical estimation was founded
by R. A. Fisuer, to whom the main ideas and results of the
theory are due.! Fisaer considers in the first place the problems
which arise when the mathematical form of the distributions
is assumed to be known, the only unknown element being a
certain number of parameters, the numerical values of which
it is required to estimate by means of the data. In the pre-
sent paper, we shall be concerned with a general problem of
this type, restricting ourselves to the case of distributions of
the continuous type {Mathematical Methods, 22.1). An obvious
modification of the method used below will suffice to give
the analogous results for distributions of the discrete type.
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Maurice Fréchet et les cours a
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» En 1928 est créé a l'université de Paris l'institut Henri
Poincare, notamment pour développer
I'enseignement des probabilités, sous la direction
d 6 £ mBorek Maurice Fréchet est nommé maitre
de conférences de probabilité le 1er novembre
1928 et professeur sans chaire le 19 décembre.

>Ann®es 19 3 0Henrl Pdihcaré devientainsi
un pble attracteur pour ceux qui veulent étudier les
probabilités autour des personnalités de Maurice
Fréchet et de Georges Darmois.

> Le ler octobre 1941 il succéde a Emile Borel a la
chaire de calcul des probabilités et physique
mathématiques jusqu'a sa retraite en 1949.

2 |l fut directeur des laboratoires de calculs et de
__statistiques de l'institut Henri Poincaré

het 20238 IHP, Paris
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™* 430 — 10* Annte. Du 24 av 31 Oclobre 1930

Cuarie). —. Caleul dos Pronabllms et Phy:
sique mathématique : M. Ianile Borel-:
La théorie des probabilités et ses appli-
cations, les mercredis ¢t vendredis, &
11 h. {(Amphit, Darboux, Institut Henri
Poinenré, 1, r. Pierrc-Curie). — Galoul des
probabilités : M. Maurice Friéchet, les
Iundis & 15 h. 15 et les mardis &4 14 §h
{Amphit. Darboux, Institut Henri Poin
enré, 1, rue Pierre-Curie) : In novembre
ot. dCcemhro les amlhcutwus de la Théo
rie. des ¢quations intégrales. En janvier
¢t février : la loi dus grands nombres., —
"Pravaux prntiques iv. 'Institut Poincaré
les samedis de 14 h. 30 & 17 I, 30 (2 par
tir'du 6 décembre), — Théories physiques:
M. L. Brillonin : La Théoric du Corp:
noir. les: etaustiqucs quantigues, la. cha
leur spéeifique ‘des corps solides et lew
éguation d’état,” conductibilité caloriﬁqun
des solides, les mereredis et vendredis, i

ce quli
het °

GEOMETRIE SUPERIEURE. — M. Cor-
tan ¢ Proprictés différenticiles des surfn-
ves régides, Tes joudis &4 10 . 30 et same

() (lnstitut Tenri Poineard, 1, T‘m--
el — Galoul différentiel -
al: M. Goursat : i]]m:-almul
din ealenl dilfér vl ot du t:uh:ul inbégril
wt- des éldments de la théorie des fonc-
Hions auoalytigues, les lundis ot jondis, &
stitut Wenri P
riw). — M. Lenjoy
calenl  diflére

e

da l'analyss & la
: Préparntion an
drenthol ol de cal-

it
ationnaile : M. Mon-
eun Chosy, chargd
du coure + Lo Dynamigue, la Satique, les
luardh: oL vend i 9 h, (Ampl
mite, 1, urle), —
Col atigue, les lundis, i
ermiite. Institut Poin-
= M. = Conféronech di méon-
nigee rationnelle, lrs tinmedis, & 9 h, {Am-
l.‘l]il,. Mermite, Inwtitut Poluenrd, 1. roe
Micrre-Curich, — Thioris des Fonctions at-
Tiworie des Transformations 1 M, Vesslot

M, Montel : &

[rm,liulm iy
SAmphil. Dy Institut Poincaré, 1, 1,
I'i.crn:-ﬂuri ! lhimntlmu ﬂnirﬂu

Asien o

Juliu ol. M. li ulrnier. lus Iundis 4.1.
murﬁlm i 17 -h. 30 {Amphit, de Chimie,
1, roe Pierre-Gurie), — T Roy : Con-
férences do mbeanique los mereredis,- i
17 h, 3 :nri:m, loval). — MAM. E Cahen ot
Michel : Proveux protioues de st
tiques générales, les jeudis, & 17 h.-30
tamphit.  Milne-Edwards, 1, roe Plorre-
Curie), — Caleul des Pronabitités st
dique mathématioue : M
Ta théorie des probabiiit
vitllons, les mercredls o
11 b {Amphit, Darbous,
Poinearé, 1, r. Mlerreliurvic). — Galeul des
probabilités ¢ M. Maurice Fréchet. les

fAmphit. Darbounx, -Tustitut Henrei P
terd, 1, rag Plerre-Onried » En o now
ot désembre : lea applicntions de la d
rle' des dguations intdgrales. En janvier
et février : 1o loi des grands nombres, —
Trovaux pratigues & PInstitnt Poinears,
les samedis de 14 b 30 & 1T h, 30 (& par-
tlr du & décembre), — Théories physigues:
M., L. Brillouin : Lo Théorie du Corps
nolr, Tos etatistiques quantignes, 1o oha-
lent upéclﬂ.qu.o des corps solides et lenr
equation d'état, conductibilité calorifigue
des solides, les mercredis of vendredis, i

(e —

se fer
Ol HP

9 h. 3 (Ampit. Darboux, Institut Tenrl
Poinearéd, 1, roae Pierre-Curic). — M, Lon
e ]Irog‘piu_ : Lo théorie de Pélection
pedtigue de Dirae, les loudie ot §
8 D 15 (Amphit. ]J.ulmua. Institut Wonti
Poincaré), — mnaninut Physiguo ol Ex-
mentate 1 M. G. Keaiws : Prineimes
gEndrans de la w c.miluu. applinude et
des motenrs s0it hydranlioues, seit ther-
mignes, les lusdis et fendis, & 11 h. (La-
Torateire  de  mécanigue | expérimentuale,
96, b Iaspuil): Trovowx  protigees :
M. Kmnigs, ponr tous les élieves, Do luoadi
ot 1o jundi, de 8 b, e — M. Villey
Propriéiés et modes diatilisation des mos
térinux solides, les Iundis, & 17 h. 30 (aw
Taboratoire, 9% boulevard Hoesy -
Astronomia : M. Kalongon, les mar
wororedis & 10 ho 3. Astronomie gé
— M, A, Lombert : (..oni'éw.-nu.a l]aslm-
nowiv pratigue, les mandis, & i (Am-
phit, Le Verrler) et exercices nrult\mus
Tes, mardis et merercdis & 9 b (Amphit.
Le Verrier) et ubtérlonreme 1"0hser-
vatoire du Pare de Montsourls, — Avia-
tion 1 M, Marchie : Etude de In construes
tion ot du caleul des avions. Préparntion
an Cortificut de Technlgue sévonnutigue.
Mardi, jendi, & 17 h. 3@ [Amphit, de Gdo:
logie)., — Exercices 4 Plnstivut
atronnutione de Baint-Oyr, sous la divee-
tion do M; Toussaint, qui Terw dow confi-
roices wir ladrodynamique appliquce et
Tadrodynniniguo expérimentale,  les e
erodis ot veadredis, & 17 h. 30 [Amphit.
slo Géologic). Des conférences seront fiitos
sur IAcrodynamigie ot Hydrodyiinni.
qtte théorigues ot appligudes. Cea l.lm[ﬂ-
rencos setont iﬂllmu'“l‘
cinlos, — nigus T qus dss flm-
des 1 M. M. Béghin : Tos thiories gonds
vales de VHydro et de. I'Aérodynaiiiigite,
les inetercdis a 15 T, 30 et les vendredis
i 15 b 15 (Amphit. Le Yerriorl. — Mioa-
m us imtrnmnlmo des Fluides ot Ap
ons 1+ M. Honvi Bénard @ Los spectroes
IIIHIW ot advedyaamigues ef de Pétude
expérimentale des tourhillons  dans
liguides et dans le goe, les lundis
orodis, & 10 i -30 (Balie des Confer
de physignel. M
cipes de o unicim_ :
fluides, les mardia b
des Confércnees do physigue). — Physi
que : M. Ch. Fabry : L'optigue {Radis.
tions, interférences, diffraction), les mar-
dis et snumdln i 10 T 45 {A:rnn iit. de Phly
sigue). — M. Guillet, loa lundis el jendis
414 h. 30 -L'i!lum.n:lté Il fera on n-ul.ns
des exercioes ot des intercogations en cor-
respondance avec les conrs prfrnrs,i.ulmn
an Certificat do Physigoe.
mois : Lo thermodynamigune de la mndue-
tibilité électrique dons.le vide ot dans les
g, los mercredis, & 14 h., et les vendre-
dis, & 14 h. {Amphit. Physi AL
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Maurice Frechet, Borel, Wiener, Weil et  Carathéodory
Congr s do6Osl o 1936
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Maurice Fréchet, Darmois, Cramer et Fisher
Congres Calcul des probabilites & Geneve 1938

© The Polya Picture
Album: Encounters of
a Mathematician ,
Birkhauser, 1987

A Congress on Probability in Geneva (Congrés, Calcul des Probabilités, 1938)

A ‘\v 16 C v IO 2
Along the front you see Lévy, R. A, Fisher, and Georges Darmois. On the stairs
are Cramér, Fréchet, and Jean Piaget
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Rao et Fréchet au "The latest count of the number of international conferences | attended is close to

200. The first one was the Colloquium on Probability and Statistics held in Lyon,
CO”Oque de 1948 France, in 1948. There, | met Doob , Fréchet, and a few other well -known probabilists .
| also met LeCam , who was still a student planning to go to the United States for
higher studies. 0 8 C.R. Rao (Interview by Anil K. Bera)

. G. Ottaviani (Italy): The Uniform Law of Large Numbers in the Classic C. R. Rao, who did not present a
oy ol Frobatitis: lecture, participated in all the
meetings and intervened several
times, once following the
exposition of Doobé Onl vy
asked Doob a question, relating
. G. Darmais: On Certain Forms of Relations of Probabilities. to a prob|em of nonparam etric
2 4. Fvéohet: The Tywical Vabuss of Order Zero or nfinity of o Random statistics in the framework of
martingales. ..AfterDo o b 6 s
presentation, only Calyampudi
Radhakrishna Rao rose to ask

. J. L. Doob (USA): Application of the Theory of Martingales.
3. D. van Dantzig (Holland): On the Method of Generating Functions.
4. H. Wold (Sweden): On Stationary Point Processes.

5. J. Wishart (UK): Test of Homogeneily of Regression Coefficients.

3. P. Lévy: Double Markov Processes.
4. A. Blanc Lapierre: Considerations on the analysis of randem functions.

5. J. Kampé de Fériet: Stationary Random Functions and Transformation

Groups in an Abstract Space. q u est'o ns, on th e pOSS| b | I |ty Of
;. E. Halphen: On the Problem of Estimation. ap p Iyl n g th e met h Od Wlth out an
. P. Delaporte: On the Use of Systematics of Mathematical Statistics in a prlorl d IStI’I b Utl on f or d'

Factorial Analysis.

. R. Fortet: Probability of Loss of a Telephone Call. th enon param etric case.
9. I. Ville: Random Functions and Transmission of Information. APPLICATION OF THE THEORY OF MARTINGALES

. G. Malécot: Stochastic Processes and Genetics. by J. L. DOOB.

Urb: Hl., U.S.A.
. H. Eyrand: Pure Economy. Credit and Speculation. (Urbeas, )

Conférence Fréchet 2023, IHP, Paris " Doob at Lyon. On his lecture, Application of the Theory of Martingales,
Iﬁ- THALES at the Lyon Colloquium, June 281 July 3, 1948, Bernard LOCKER T H /\ L E S




Rao et Fréchet au
Colloque de 1948
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Fig. 9 Colloque International sur le Calcul des Probabilités, Lyon 1948. First row: Paul Lévy and
Maurice Fréchet. On the picture one can find among others J. Doob, R. Fortet, D. Van Dantzig, ==
E. Mourier, J. Kampé de Fériet, A. Blanc-Lapierre. ... (Photo: © Private collection F. Lederer)




C.R. Rao (1920-2023)

C.R. Rao: A Life in Statistics Il (extended version)

C.R. RAO

A LIFE IN'STATISTIES

J— A .

C.R.Rao (100th Birthday VIDEO) : https:// www.youtube.com/watch?v=eaxjUxoCx5w

Institut de France Academie des Sciences

In collaborating in the collection of memoirs which are going to be dedicated
in homage to you I have given expression to the high esteem in which I hold your
scientific works and their applications and the advancements which you have made
in the education and application of statistics in India.

I can assure you without going in for votes (and I have been authorised to
inform you) that the sentiments which I have expressed are also shared by my
co-workers in the Academy of Sciences. We also hope that the bonds of friendship
which have been forged between your great country and ours during the past years
may continue being strengthened. Permit me, my dear colleague, to express my
most cordial and best regards for you.

https://franknielsen.qgithub.io/CRRao/

Maurice Frechet


https://www.youtube.com/watch?v=eaxjUxoCx5w
https://franknielsen.github.io/CRRao/

STATISTICS About Contributions Nominations Organization Previous Winners Home

C.R. Rao (1920-2023) III

Eminent Statistician C.R. Rao Awarded

2023 International Prize in Statistics

C.R. Rao, a professor whose work more than 75 years ago continues to exert a profound influence
on science, has been awarded the 2023 International Prize in Statistics.

In his remarkable 1945 paper published in the Bulletin of the Calcutta Mathematical Society,
Calyampudi Radhakrishna (C.R.) Rao demonstrated three fundamental results that paved the way
for the modern field of statistics and provided statistical tools heavily used in science today.

Fisher-Rao R|f~man nian geometry (Hotelling precursor)
Metric tensor = Fisher information metric
dlogp(z,0) dlogp(z,0)
on(0)= [ = o
Infinitesimal squared length element:
ds? =Y g;(0)d6;d6; = 467 1(6)d6

Ul
Fisher-Rao distance satisfying the metric axioms:

p(z,0) dx.

Barry C. Amold
Narayanaswamy Balakrishnan
Carlos A. Coelho Editors

AVolume in Honor of CR. Rao
on the Occasion of his 100th Birthday

” .0 ((W 11” .
p(p(x; 61). p(x;62) mlr; / ! (15) 14
“

”' 1) Geodesic length distance
(shortest path)

@ Springer

24 : = - * C. R. Rao with Sir R. Fisher
in 1956
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Actualités de la borne de Fréchet
Ondes gravitationnelles et Boson de

" Borne de Fréchet, matrice de
Fisher et détection des ondes
gravitationnelles par le réseau
LIGO-VIRGO-KAGRA

ACCURACY OF ESTIMATING HIGHLY ECCENTRIC BINARY BLACK HOLE PARAMETERS WITH
GRAVITATIONAL-WAVE DETECTIONS

LAszLO GONDAN'?, BENCE Kocsis', PETER Rarral'?, AND ZsoLt FrEr'

IEotviss University, Institute of Physics, Pazmdny P. s. 1/A, Budapest, Hungary 1117 and
IMTA-ELTE EIRSA "Lendiilet” Astrophysics Research Group, Budapest, Hungary 1117
Draft version May 31, 2017

ABSTRACT

Mergers of stellar-mass black holes on highly eccentric orbits are among the targets for ground-based
gravitational-wave detectors, including LIGO, VIRGO, and KAGRA. These sources may commonly form
through gravitational-wave emission in high velocity dispersion systems or through the secular Kozai-Lidov
mechanism in triple systems. Gravitational waves carry information about the binaries™ orbital parameters and
source location. Using the Fisher matrix technique, we determine the measurement accuracy with which the
LIGO-VIRGO-KAGRA network could measure the source parameters of eccentric binaries using a matched
filtering search of the repeated burst and eccentric inspiral phases of the waveform. We account for general
relativistic precession and the evolution of the orbital eccentricity and frequency during the inspiral. We find
that the signal-to-noise ratio and the parameter measurement accuracy may be significantly higher for eccentric
sources than for circular sources. This increase is sensitive to the initial pericenter distance and component
masses. For instance, compared to a 30Mg,— 30M;, non-spinning circular binary, the chirp mass and sky lo-
calization accuracy can improve for an initially highly eccentric binary by a factor of ~ 30 (3.6) and ~ 1.5 (6)
assuming an initial pericenter distance of 20M o (10Ma).

Keywords: black hole physics — gravitational waves

Optimal solution to the inverse problem for the gravitational wave
signal of a coalescing compact binary

Piotr Jaranowski and Andrzej Krolak
Phys. Rev. D 49, 1723 — Published 15 February 1994

| 25 Conférence Fréchet 2023, IHP, Paris

THALES

-Darmois -Cramer -Rao
Higgs

* Borne de Fréchet, matrice de
Fisher et détection du Boson de
Higgs au LHC

New Ideas for Effective Higgs Measurements

Brehmer, Johann

Second, we use information geometry to understand and optimise Higgs measurements at
the LHC. Our novel approach is based on the Fisher information, which encodes the maximum
precision with which theory parameters can be measured in an experiment. We develop an
algorithm to calculate the Fisher information in LHC processes and compute the information
on dimension-six operators in different Higgs signatures. We demonstrate how information geo-
metry lets us improve event selections, determine the most powerful observables, and compare
the power of modern multivariate techniques to that of traditional histogram-based analyses.

[4] ]. Brehmer, K. Cranmer, F. Kling, and T. Plehn:
Better Higgs boson measurements through information geometry.
Phys. Rev. Dgs (7), p. 073002, 2017. arXiv:1612.05261.
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Maurice Fréchet au Congres international de Philosophie1949
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ait (de g. 4 d.) au premier rang : Facques 'Hadamard, Gaston

" André Lalande, Pierre Auger, Louis de Broglie ; au second rang :
d Denjoy, Jean Piveteau, Raymond Bayer, Suzanne Delorme, Edmond
Maurice Fréchet.

Fréchet et Congres international de Philosophie des
Sciences, Amphi Richelieu, Sorbonne 1949

Bachelard (Jacques Hadamard, Gaston Bachelard,
André Lalande, Pierre Auger, Louis de
Bloglie , Armand Denjoy, Jean Piveteau ,
Raymond Bayer, Suzanne Delorme, Edmond
Bauer, Maurice Fréchet)

126 THALES
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SUPPLE MENT
pour la période 1934.1951

ala

NOTICE

SUR LES TRAVAUX SCIENTIFIQUES

DE

M. Maurice FRECHEY

(104 pages, chez HERMANN, 1933)

TH

NOTICE

sur les

TRAVAUX SCIENTIFIQUES
DE 1934 & 1951

ORIENTATION GEMNERALE

Aprbs plus de guarante cing anndes de recherches (qui ne sont pas encore termi-
nées), 1l m'est sans doute plus facile qu'auparavant de discerner, en jetant un re-
an_arridre, les tendances

C'est peut-8tre d'abord un souci constant d'essayer de dégager 1'essentiel de
1l'agoesaoire. Soucl qui m'a conduit d'unme part & essayer souvent de porter une pro-
position particulibre & son maximum de généralisation utile; d'sutre part & effee-
tuer parfois la eynthése de propositions dparses gqui me sSewblaisnt relever d'une
méime thdorie & constituer.

d suppléments pour la période

Tieat ensulte un folectisme qui ='a porté & m'intéresser plus tard aux applica-
tions, - mfme 2'1il le fallait, purement numérigues - aussi bien qu'aux théories abe-
traites par lesquelles j'avals débutd.

C'est ausel une cbeession de rigueur qui m'as sans doute conduit souvent A en-
trer dans trop de détails et qui a maintes foils retardd la publication de mes con-
clusions tandis que d'autres sont encline & sauter sur les difficultds de rigueur on
mime & les ignorer. Mais e'est co soucl qui m'a permie d'éviter sment lee
fautos et de ddceler dans les écrits de mathématiciens 1llustres des erreurs passées
Jusque-14 inapergues.

C'eat enfin un penchant & m'dcarter des sentiers battus, A& tenter de rdacudre
les questions qui se posent plutft que les guestions qu'on avait déjk poades.

Je dépeins ainsi mon @otivité sous un jour sans doute trop favorable, confon-
dant peut-8tre 1'iddal poursuivi avec le rdsultat atteint. Le ré de mes travaux
figurant dans ma Kotice principale et dens ce Supplément, aidera peut-&tre les lec-
teur & se faire eur ce point, une idde perscnnelle. La petite statistique qui sult
sorvira le mfme objet.

THALES
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AVERTISSEMENT

Colie je me suls fait connaftre d'sbord par mes traveux our les "Eapaces abi=
traite® (1) et "L* e géndrale”, j'al voulu mettre en évidence mes autres tra-
voux en les classant (dans ce Supplément comme dens ma premidre Notice) dans un
ordre systématique ellamt du concret & 1'abstrait.

Clest 1'ordre que je suivrel dans 1'exposé suivant, ol, & regret, j'al 4l pour
ne pas alourdir cette Notice, me limiter A quelques points saillants plus faciles
exposer sann détails technigues.

ANALYSES PARTICULIERES

- En Mécmnique, nous avons falt observer (196) (2) que la loi den aires sst
eouvent présentée de fagon & lsiseer croire qu'um point soumis & une force centrale
a%t qul commence par e diriger wvers le centre, doit rester indéfiniment sur une
droite illimitde. Alors que sa trajectoire peut 8tre une dtoils rectiligne issus du
contre des forces.

- En Econométrie, apris aveir cherchd, comse beaucoup d'sutres, une bonne for—
mule empirigue pour il répartition des xevenus, nous avons préson‘l:é les premidéres
théories générales (239) de cette répartition. Usite dernidire est ainsi considérée,
eolt comme pnalogue & un jJeu de  hasard, soit comms résultant des carsctéristiques
individuelles, avec

e

= En Statjetique mathdmatique, nous avons présentd (260) deux définitions sta-
tietiques de "1'homme moyen® (ou piutﬁt do 1'homme typique d'une population), défi-
nitions mouvelles échappant & 1'objection faite par Joseph Bertrand & la définition
statistique de 1'homme moyen due & (uetelet.

= llous avons engage ume campagno (158 & 162, 178, 166) contre, non pas 1'usage,
mais l'abus qui est fait du coefficient de lindarité dit de corrélation. Sur notre
proposition, deux motions en oe sens ont dté successivement adoptées par 1'Instdtut
International de Statlotigue & ses seseions de Londres et 4'Athdnes. A 1'appui de
nos objectlons, nous avons montré (158) que oce coefficlent eat le produit du Eﬁ'
port de corrdlation” deK.Pearson par un facteur qui n'a rien & faire .aveo la corrd-
lation et repire seulement le carsctéro plus ou moins lindaire de la ligns dea

(1) Plusieurs mathématiciens éminents de France et de 1'dtranger m'ont fait 1'hon-
neur, solt en privd, socit en conférence publique,de me gqualifier comme le "Créateur
de la théorie des espaces abatraits™.

(2) Ies N°% sntre parenthbees renvoient & une liste bibliographique rangde par ordre
chronologique et gqui paraitra ailleurs.

d suppléments pour la période

moyennes. D'sutre part, on avelt oru dohapper A diversss critigquea en sffectuant sur
chacune de2 doux wardables oonsidérdss wne transformaticon les rendent chacuns
"laplacienne” (= normale ). Nous avons montré (278) que 1e couple ebtenu pouvelt,
contrairement & ce qui dteit attendw, ne pas vérifier la loi de Bravais.

Apriés cette dtude de carmctire négatif, nous avons apportd une contribution po-
sitive an 8 ant que certains indices de corrdlation connus et d'sutres que nous
avons Dmﬁn s (242} possident les caractdéristiques gui memguemt au ceefficient dit
de eorr tion.

=~ On sait que, sous certaines comditlons,
de Bayes-Laplace tendent, guand le nombre den obeervations eroft, vera des limites
indépendantes des probabllitds & priori. Nous avons momtré (256) que, méme pour un
petit nombre d'observations, on peut enfermer les probabilitds & posteriori entre
des limites inddpendantes dee probabilités & priori pourvu qus celles=ci wérifient
des conditions simples triée larges.

= En caleul des probabilitds, nous sommes partd de résultate épars consernant
las systdmes d'évdnemente aldatodres. Et en les complétant, les unifiant et les gé-
néralisant (2094 213), nous en evons fait un novvegu chapitre (214 ot 219) du Caleul
dos Probabilités.

les probabilitds donndes par la loi

I1 en avait §té de mBme pour les "probasbilitds encchelne" dems le cae, memtion-
nd dans notre premidre Notice, d'un n fini d*étate possibles. Nous avons en-
suite comtimué notre étude par 1'examen du cas d'une suite continue d'dtate (156,
cas oll pous avons indiqué plusieurs fagoms de réscudre 1'dqua-

= Wous avons enfin ouvert un second nouveaw Chapitre du Caloul des Probabilitde
en abordant 1'étude des dlémenta aléatoires ds nature quelcongué. Déjh 1'étude aoe
tusllesent en cours, par de nombreoux suteurs, des procesais  atocastiques et dea
fonctions aldatoires aveit montrd la nécessitd de 1'étude d'éléments aléatoires au=
tres que les nombres et les points des espaces euclidiena, (seuls envisags en Cal-
cul des Frobabillitée jusqu'h une &pogue récenta). I1 nous ost apparu gque, =i cela
était poseible, 11 ne fmllait nd limiter le champ des &léments aléatoires A consie
dérer, ni attendre d4'svoir & refairs pour chacun d'eux une théorie spéciale corres-
pondante .

Nous svons momtrd qu'il était posaible en effet, d'étendre & des dléments alda=
toires de nature nom epdeifiée (nombres, fonctions, courbes, surfaces, etc...) les
plue importentes notions elaseigues du Calowl des Probabilitds et de 1a Statistique
mathématigue. Que ce solent les positions typiques (moyenne, équiprobable, domi-
nante, centrale, d'erdre r> 0, etc...) d'un élément aléatoirs ou sa dispersion ou sa
loi de probabilitd, que ce solent les convergences stocastiques, 11 euffit, pour en
€tondre les définiticna (253, 257), qu'on pulsse considérer 1'élément aléatoire en=
wisagd comme faisant partie d'un eapace "distancié". B1 1'on veut avolr des défini-
tione constructivee et nom simplement deseriptives, 11 sera plus commode de se li-
miter su cos des espaces "vectoriels distancide". Ces derniers sont les espaces ima-
ginds B la foie per Banach, Hahn et Wiener en combinant les caractéristiques des ee-
paces vectoriels abetraite (nen topologiques) de Lagusrre et Crassmann avec celles
de nos espaces distancida. Dans ces espacea, oOn pourre représsnter la positdon
moyenne par une intdgrale abetreite convenablement définie (237), on pourra géndra=
liser la loi de lace (274), etc...

- omdtrie, nous avons préeentd (208) ume définition intrinesdégue de 1'aire
d'une purface , dérivant d'une @éfinition amslytigue due & Elle Cartan et retrouvde
par W.H. Young. Notre définitiom a &té ensuite isde par 0. Haupt.

- En ealeul diffdremtiel, nous avons, (185, 198) rectifid certaina dnoncds trop
aimplistes des propridtde du wromskies., Nous avons aussl développé une méthode nou=
velle pour arriver & ocertains th @ ergodiques sans passer par 1'intermédiaire
des dguations de ls Mécanique, en considérant certains monvemsnts comme des trans-
formations reprdeentables par des fonctions asymptotiquement presgque périodigues.
Noue avons d'ailleurs 1'intention de medifier la description des propridtds de ces
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fonctions données dens  les mémoives (221, 222) et en mime tempe de les géndraliser.
C'est du rests 08 gue NOUS avons commencd A faire dans une premidre Note (273).

- Dans (282), neus svone donnd un exempls de matrices 4, B non commitshles et
vérifiant pourtant 1'dgalité
A+B A B

L] =& @

- La théorie des probabilités en chalne nous a amend A déerire (155, 180) 1'al=
lure asymptotique des noysux itérds (de Fredholm) et mbme & préciser leur expressicn
en fonction de n.

= Dane la théorie des espaces abetraite nous avons pu former une condition né-
cessalre et suffisante trds oimple (165, 172) pour qu'un espace vectoriel distancid
corresponde (dame une transformation biunivogqus qui conserve les distances et trens=
forms les vecteurs en vateurs) A 1'espace de Hilbart ou & un espace suclidien & un
mombre fini de dimensions. Une des formes de cette condition consists en os qus @
1%~ 1'espace considérd moit“sdparable) 2°- gqus dana eet espace le carrd de la norme
du point X soit une fonction "du sscond ordre” (1)(et homogéne) de X.

- Dane ma Thiee, commengant 1'étude des espaces abstraita par celle des espaces
les plus simplas, jia\rus deéfini les points d'acoumulation d'un ensemble par 1'ine
termédiaire de Bultes convergentes deénombrables. Oertains commentaires m'aveient
imené non pas longtemps apris, mais ssulement quatre ans apris, en 1910, & derire
(34, p. 26, § 35): "Je ne voudrais pas cependant que ma pensde fut ai dénaturde
qu'cn mattribue 1'illueion d'aveir dtabli pour toujours les limites dans lesquelles
devront se développer les théories des diverses classes concrdétes”. Et j'indiguais
comme un des sujets d'dtude, les espaces do F. Riesz dans la définition desquels,
les sultes dénombrables ne jouent sucun rle. Cette préceution dtait tout i fait
imutile pour les nombreux mathématieiens qui, non senlement avalent suivi mes tra-
vaux svec oympathie mais avelent contribué A les prolonger dans le méme esprit.Pour-
+ant,il eat apparu que la citatlon cl-dessus dtait pasase insperque de quelques uns.
Ceuz-ci, bien plus tard et mfme aasez t, =iant attribué 1'idée da
vouloir m'opposer & la considération & ‘une wpo.iosu qui ne serait pas fondds sur
1'intermédiaire de suites dénombrables convergentss. Pourtant déja en remontent aus-
el lodn que 1917 et 1918 j'avals dédpassd en généralité les premiers de ceux qui par-
tant da mes ors travaux les svaient étendus au ces de sultes non dénombrables.
Clest ained que j'avais défini les eopaces (v) o, & chague poinmt g est attachde wis
famille gueloomgue d'snsembles lppllgn "volpinages® de a . J'esspire que ces gquel=-
ques mots Buffiront & dissiper définitivement un malentendu qui d'ailleurs était
restd tout & fait localisé.

u point de wvue des applications +tous ces espaces tres raux perdent 4'ail=
leurs lsur intérdit et 11 est préférable d'ayoir recours & la noticm de "distance® de
deux dlémente abotraits que j'ai imtroduite dds 1905, I1 est bion vrai que la valeur
ounérigue de ls distance n'est pas wun invariant topologigus, mais son exiatence en
est um.

La distance permet de définir les espaces "distanciables” (dent 1'utilité n'est
plus & démontrer] d'use fagom infiniment plus simple et plus intuitive que par les
propriétés  topologiques éguivalentes. C'est donc en généralisant (et non en doar—
tant) 1le notion de distance mumérique que nous ayons pu définir ls continuitd uni-
forme dans des espaces plus péndraux gue les espaces distancids.

a puffit pour cela de remplacer 1'échelle mumérigue des distances per une
dcholle ordonnde d'doarte abetraits (235, 240, 249). Neus parvenions einsl au néme
but (mais d'une fagon plus intuitdve st o'dcartant moins des ralsonneEents clusui-
ques) gue celul qu'Anird Weil avait eu ls mérite d'atteindre antérieuremsnt par une
vele tout & fait différente en introduisant les espaces dite & structurs uniforme.
Ces deralers éteient d'ailleurs plus générsux que les nftres. Mais Colmesz et Appert

(1) A notre sens, ¢'est-B-dire que oa différence seconde soit 1°4lément neutre.

ont montrd qu'en remplagant nes doarts ordonnds per des doarts tiellement ordon-
néa, on atteint la méme géndralitd, en méme temps gquton a'élcd.snu?&:.aa ofpaces utili-
ashbles.

- En Analyse générale, nous avons pu monirer (190 s ddfindtio

M. Hadémard, de la différentielle d'ums fometion o:\iinf:!.rg deo deux varinb:l:a’:&f
riguas, colncide dane ce cas aves notre définition précédenta (101), qu'om peut
1'étendre sux fonctlonnelles, meis que dens ce cas elle devient plua générale que la
nitre(Mf. Michal et Ky Fan 1l'ont encore généralisde au cas des trensformations d'ese
gagzs veﬂoi-l.aln diatencids ng sux). D'sutre part, notre premiire définition, va-
able pour les eapaces vectorie. distaneids & €44 & i Bt

topologigques abélipns (voir 259), tendus yar obal aux groupes

- Passant & ls philosophis des sclencas, nous svons étudid entre autres lea
fondements du caloul des Frobebilités., Dans ieae, 203) nous avons exposé nos objec-
tions & la définition de la probsbdlité comme limite d'ume fréquancs . Dana {2?3;} ot
(235), nous mvons proposd, non pas une ddfinition de la probabilité, oeis une imter=
prétation de la probabilité tells qu'elle est utilisde dans une thdoris axiomatigua.
Hous proposcns de considérer la probatilité d'un éy mt E dans une catédgorie d'ée
preuven O gomme une grandeur phyeigue fonction de E et de C ot dont une meBure ap-
prochde eat fournie par la frdguence de E dans un grand nombre 4'épreuves de O,

Dans (236), nous avona présentd une objection qui nmous paratt importante & ceux
qui comsidérent la probabilité de E comme une msau.rg wmecuv?a de la vraisemblance
de la réulisation de B, Four la plupart des subjectivistes comme des objectiviates,
nous aglagons comns ol un Evénement de probabilité asseg petite ne devait pas se
mwvdu’umdav;“::on d;:pré:rhm:émi s de B:amm'hil tg démontré en théorie axiometique,

kel ag ] [:} @ prol i tite ou grande d'un dneme
étailt approchde par la  fréguence de ueg évinemsntpa:ana un grand nombre d'g}‘l‘rawezf
Do sorte que 1'interprétation subjective est remende & 1'interprétation objeetive,

On pour encore dire : nous avons bien 1n droit - et méhe nous en usons parfois
@ la légbre = d'attribuer & la vraisemblance subjective de la future rézlisation
dfun événement, une valeur mmérique que mous mppelons probabilits. Meis o nous
veulone en faire la bese de nos agtions, il arrivera, sl notre évaluation numérigue
est frdguemment et notablement distincte des frég oor dantos, que nous
&glrons mal, par exemple, nous mettrons le doigt dans le feu. Rectifisnt peu & peu
notre dvaluation en conséguence deos erreurs pasades, nous arrivorons B des Gyalus-
tlons subjectives voisines dems fréguences, ¢'sot-a-dire, en fait, objectives.

d suppléments pour la période
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VI
LES BSPACES ABSTRAITS ET LEUR UTILITE
EN STATISTIQUE THEORIQUE
ET MEME EN STATISTIQUE APPLIQUEE **

IstRopUcTioN. — L'objet principel des recherches en caleul des probabi-
litée et en statistigue mathématique a &6 jusqu'ici le nombre aléatoire,
Relégué dans les chapitres des probabilitée géométriques apparaissait aussi
le point aléatoire sur la droite, dans le plan ou dans 'espace 4 trois dimen-
sions. A une époqua plul récente, on a di conndém des élémantn aléatoires

atrou\réemmte plus sunpsat plus Bug
ocmmdérw ces sym:mel comme des points aléatoires choisis au hmrd dm
un (ainsi nommé) espace & s dimensions, Enfin, dans ces derniéres années,
#'est introduite la théorie des séries aléatoires et des fonctions aléatoires. N’y
a-t-il pas des traite communs & ces études successives de catégories d'élé-
ments aléatoires de natures diverses? Et méme, n'y anralt il pas une théorie

commune non eeulement & ces éléments aléatoi liers, mais encore

4 tous les éléments aléatoires, quelle que soit leur nature c’est 4-dire una
théorie applicable aux éléments aléatoires abetraits? Nous nous proposons
dang cette communication d’apporter & ces questions une réponse affirma-
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abstraits (métrique)

tive et d'en mu!iﬁer d'autre part le cité Hratiaue.

EMERLS absirglly. — INOUS BaVONS LOUS ¢8 qUOn en BT d1B84] B
deux ensembles d'éléments que le nombre d’éléments du premier est plus
grand que le nombre d'éléments du second. Que ces deux ensembles soient
deux tas de pommes ou deux troupes de soldats, I'assertion se vérifiera de la
méme fagon, Tl.en sera de méme pour la somme des nombres des éléments
de ces ensembles; ce sera le nombre des éléments de la réunion de ces ensembles.
Autrement dit, on eait, et cela depuis des siécles, faire dans V'arithmétique
ilémentaire des rai ts sur des bles d'éléments qui sont indé-
pendants de la nature de ces éléments. Autrement dit, on sait raisonner sur
des ensembles abstraits, c’est-a-dire sur des ensembles d'éléments abstraits.
Et ici, élément abstrait n'est pas prie dans un sens mystérieux et métaphysique.
Pour nous, un élément abstrait est un élément dont on me connait pas la
nature, ou plus généralement dont la nature, inconnue ou méme connue,
wintervient pae dans nos raisonnements.

Nous venons de montrer dans I'arithmétique élémentaire une branche tréa
ancienne des mathématiques qui raigonne souvent sur des éléments concrets
pour ee mettre & la portée des enfants, mais dont tous les raisonnements sont
applicables & des éléments abstraits. 11 n'y aura done pas & 'effrayer si d'autres
chapitres des mathématiques s’adressent & des éléments abstraits, ni & déclarer
d'avance que cela est perdre son temps et encore moins a croire qu'il est impos-
sible de raisonner sur des éléments dont on ne sait exactement ce qu'ils sont.

(1) Communication présentée 4 la séance du 21 mai 1947.

» de Fréchet
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